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Bezier 클리핑을 이용한NURBS 곡선간의 교점 계산
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ABSTRACT

Calculation of intersection points by two curves is fundamental to computer aided geometric 
design. Bezier clipping is one of the well-known curve intersection algorithms. However, this al­
gorithm is only applicable to Bezier curve representation. Therefore, the NURBS curves that can 
represent free form curves and conics must be decomposed into constituent Bezier curves to find the 
intersections using Bezier clipping. And the respective pairs of decomposed Bezier curves are con­
sidered to find the intersection points so that the computational overhead increases very sharply.

In this study, extended Bezier clipping which uses the linear precision of B-spline curve and Gre- 
vill's abscissa can find the intersection points of two NURBS curves without initial decomposition. 
Especially the extended algorithm is more efficient than Bezier clipping when the number of in­
tersection points is small and the curves are composed of many Bezier curve segments.

Key words : Computer aided geometric design, Bezier curve, NURBS, Linear precision, Grevill s 
abscissa

1. 서 론

CAD 모델러 에서 곡선간의 교점 계산은 곡선과 곡 

면 또는 두 곡면간의 교점이나 교선을 구하는 알고 

리즘의 기초가 된다. 또한 일반적인 모델링 방법인 

불리언 연산에서도 주요한 역할을 수행하는 핵심적 

인 기능 중 하나이다.

교점 계산 알고리즘은 수치적으로 정확하고, 모든 

해를 구할 수 있어야 하며, 계산 속도가 빨라야 하고, 

사용자의 도움 없이 문제를 해결할 수 있어야 한다. 

그러나 하나의 알고리즘이 이를 모두 만족시키기는 

어렵고 곡선의 표현 형태에 따라 적절한 알고리즘을 

적용해야 한다''.

NURBS 곡선은 자유 곡선뿐만 아니라 원추 곡선 

까지 한 방정식의 형태로 나타낼 수 있으므로 수학 

적으로 여러 가지 장점을 갖고 있다. 예를 들어 곡선 

과 곡선의 교차점을 계산하는 프로그램을 개발하는 

경우, 원호와 원호, 원호와 자유 곡선, 원호와 포물선 

등 모든 가능한 경우에 대해서 교점 계산 프로그램 

을 만드는 대신, 이들 원추 곡선을 NURBS 곡선 방 

정식으로 표현한다면 NURBS 곡선간의 교점을 계산 

하는 프로그램 하나로 위의 모든 경우를 해결할 수 

있다" 이와 같은 수학적인 여러 가지 장점에 힘입 

어 최근의 CAD 모델러에서 NURBS 곡선을 많이 채 

택하고 있다. 따라서 NURBS 곡선간의 교점 계산 알 

고리즘의 개발이 필요하다고 하겠다.

곡선간의 교점 계산 알고리즘 중 하나인 Bezier 클 

리 핑은 4차 까지 는 Sederberg와 Anderson'"의 암시 적 

형태로 바꾸는 방법보다 느리지만 5차 이상에서는 

더 빠르다* L

Bezier 클리핑은 렌더링 기법 중 하나인 레이 트레 

이싱 (ray tracing)에서 패치 (patch)와 레이 (ray)의 교점 

을 계산하기 위 해서도 사용된다旳.

그런데 Bezier 클리핑을 이용하여 NURBS 곡선간 

의 교점을 구할 경우, 먼저 NURBS 곡선을 여러 개 
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114 민병녕, 김재정

의 Bezier 곡선으로 분할한 후 각각의 Bezier 곡선쌍 

에 대해서 교점을 구해야 하므로 계산량이 많아지는 

단점이 있다.

본 연구에서는 NURBS 곡선간의 교점을 효율적으 

로 계산할 수 있도록 B-spline 곡선의 linear precision 
과 Grevill의 횡 좌표를 응용하여 Bezier 클리 핑을 확장 

하였다.

2. Bezier 클리핑의 단점

Bezier 클리핑은 Bezier 곡선의 방정식에만 적용할 

수 있으므로 NURBS 곡선간의 교점을 구하기 위해 

서는 먼저 NURBS 곡선을 여러 개의 Bezier 곡선으 

로 분할해야 한다. /，차인 NURBS 곡선의 매듭 벡터 

에서 각 매듭값을 g+1 개로 중복시키면 Bezier 곡선 

으로 분할할 수 있다. 예를 들어 다음과 같은 매듭 

벡터

{0,0,0,0,1/42/4,3/4,1,1,1,1}

에 대해서 정의된 3차 NURBS 곡선을 매듭값 삽입闵 

으로

{0,0,0,0,1/4,1/4,1/4,1/4)
{1/4,1/4,1/4,1/4,2/4,2/4,2/4}
{2/4,2/4,2/4,2/4,3/4,3/4,3/4,3/4}
{3/4,3/4,3/4,3/4,1,1,1,1}

과 같이 네 개의 매듭 벡터를 갖는 3차 Bezier 곡선 

들로 분할할 수 있다. 분할된 각각의 Bezier 곡선쌍 

에 Bezier 클리핑을 적용하여 교점을 구해야하므로 

초기에 많은 계산을 하게 되어 비효율적이다. 만약 

Fig. 1과 같이 각각 7개와 8개의 Bezier 곡선으로 구 

성된 두 NURBS 곡선의 교점을 구할 경우 56쌍(7X 
8)의 곡선에 대해서 교점을 구해야 한다.

본 연구에서는 NURBS 곡선을 Bezier 곡선으로 분 

할하지 않고 NURBS 곡선의 교점을 직접 계산할 수

Fig. 1. Decomposition of NURBS curves into Bezier 
curves.

있도록 Bezier 클리핑을 확장하였다.

3. Bezier 클리핑을 NURBS 곡선으로 확장

3.1 클리핑 라인 계산

NURBS 곡선 중에서도 비주기 NURBS 곡선은 조 

정점의 양 끝점을 지나기 때문에 Bezier 클리핑을 확 

장하기 편리하다. 따라서 이 곡선에 대해서 다루기 

로한다.

각각 “차와 g차인 두 개의 비주기 NURBS 곡선

C")=」크--------  顷 M心max (1)

/=0
^N/t!(u)wJQJ

~Mmin —w —wmax Q)
£丿\命(")W,

은 각각 매듭 벡터

{41页，'''?〈nil” ' '
p+1 p+1

와

{“mi”，' ' ' ,“响，' ' ■> “max, , “max}
g+1 9+1

에 대해서 정의되며, 매듭 벡터의 처음과 끝에서 

매듭값이 차수보다 1개 많은 개수로 중복된다.

호모지니어스 좌표를 사용하여 식 ⑴과 식 (2)를 

나타내면

(心)=立匕,5"

where P,*  =(叫 Pxi ’ 吗 Pyi.吗) ⑶

C；血)=力知(“)Q；

7=0
where Q,"=(巧 Qyi,叫) (4)

이다.

Bezier 클리핑에서는 알고리즘의 구현에 대해서 

정확한 언급이 없으므로, 본 연구에서는 두 NURBS 
곡선 중에서, 매개 변수 구간이 좁은 곡선의 길이가 

더 짧다는 가정을 하고, 이 곡선을 기준으로 시작한 

다. 길이가 짧은 곡선을 선택했을 때 수렴 속도가 증 

가하기 때문이다. 따라서 매개 변수 구간이 더 좁은 

곡선 G(0를 선택한다. Bezier 클리핑과 마찬가지로
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c&＞의 시작점 G(命과 끝점 CQmQ를 지나는 직선

L =ax -i-by +c (a2 + b2=l, b＞ 0) (5)

를 찾는다. 비주기 NURBS 곡선은 조정점의 시작 

점고卜 끝점을 지나기 때문에 이 점들로 丄을 쉽게 구 

할 수 있匸卜. 직선 L에서 임의의 점까지으］, 부호가 있 

는 거리는

ax +by +c (yla2 + b2= 1) (6)

이다. 직선 Z에서 C")의 조정점들 까지의 거리가 

최소(C爲인 점과 최대(C.)인 점을 구하고, 이 점들 

에서 Z에 평행한 직선을 그린다.

그런데 곡선을 분할하기 위해 평행선을 사용하기 

때문에 이를 클리핑 라인(clipping lines)으로 정의한 

다. C&＞는 클리핑 라인 안에 존재하므로 클리핑 라 

인 바깥에 있는 C』")의 구간은 C")와 만날 수 없 

다. 따라서 이 클리핑 라인으로 C血)를 분할하여 매 

개 변수 구간을 줄인다.

3.2 곡선 분할 과정

C2(“)를 클리핑 라인으로 분할하는 과정 은 다음과 

같다. 직선 L에서 G(“)까지의 거리는 식 (2)와 식 

(6)을 이용하여

d (") = a 上%--------  +b

%% （“网以,

X___________

（"网
J」）

，‘,N商(«)wy (aQ,y + bQ„ + c)
=_H——；-------------------------- (7)

(“网
i=n

와 같이 구할 수 있다. 식 (7＞을 이용하여 클리핑 라 

인 바깥에 있는 부분

X Nj.«3)Wj(a0j +hQyi +c -Cmax)＞0
/■=()

丿(a0, +bQVJ +c -Cmjn)＜0 (8)

을 잘라 내어 곡선을 분할할 수 있다. 식 (8)에서 식 

(7)의 분자만을 卫려하므로 계산의 편의를 위해 거리 

륵

d (" ) = £ 시m («)吧 (aQxl + bQvj + c)
用)

(9) 
丿=0

로 정의한다. 식 (9)에서姆m+c는 L에서 C血)의 

조정 점들 까지의 거리이다. G(〃)와 클리핑 라인이 만 

나는 매 개 변수 값을 구하기 위 해

2% (w )Wj (aQX} +bQn +c) = dmiX
戸}

£旳月(心七(aQxj +b0j +c)：二dmin (】。)

J 늬)

where 刁林 =。林£시八* ，)叫

을 계산해야 한다. 식 (10)은 곡선과 직선의 교점을 

구하는 문제이므로 계산이 복잡하다. 따라서 식 (10) 
을 이용하지 않고 다음과 같은 방법으로 근사적으로 

해를 구하여 효율을 증가 시키도록 하였다.

如)를 "와 頂 도메인에서 나타내면 ＜如)는 "의 

함수이 지 만 B-spline 곡선의 다음과 같은 특성을 이 

용하여 d(“)를 곡선의 형 태로 나타낼 수 있다.

임의의 직선，(")=切+卩에 대하여

力(成)吼(")=饥邛

5 =万(勺+1 +…+"用) (11)

를 만족한다'아 식 (11)은 Grevill이 유도한 식이고,

한국CAD/CAM학회 논문집 제 3 권 제 2 호 1998년 6월
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Fig. 3.1ntersections between convex 
lines.

Fig. 4. After first extended Bezier clipping.hull and clipping

여기서 §는 Grevill의 횡좌표(abscissa)이다식 (11) 
에서 이고 0=0이면

京 NM展j=u (12)

7=0

이고 식 (9)와 식 (12)를 벡터로 나타내면 곡선의 

형태인

。2("＞를 ".와 纯에서 분할하기 위하여 매듭 벡터에 

払와 外를 차수 0만큼 중복 삽입 하여

{■ , '，虬, - -u.„ Ma, … •, 사，，…，사，，… •，싸，, - . •, %, . • ・}(15) 
'-- 、，-- ',------ '-- 、，-- ■ '------

q-Sa 아＞ q-$h
를 구하는데 &와 .* 는 각긱半와 “0가 삽입되기 전 

에 중복되어 있는 개수이다. U^[uh 瞄)를 r번 중복 

했을 때 j번째 조정점은 호모지니어스 좌표를 사용 

하여

-u - n g.
D(")= d(u)=习％“)* (13)

를 얻을 수 있다. 여기서 為, 4)는 DQ)의 조정점 

이 된다. Bezier 클리핑에서는 d(“)를 곡선의 형 태로 

나타내기 위해서

ajj-=

1 j<k +r -1

Uj+q-r+y~Uj
0 j>k-s+q

(16)

如“)"
로 구하고, 식 (15)에서 매듭 벡터를

(14)

를 이용하였고团, 본 연구에서는 B-spline 곡선의 

linear precision과 Grevill의 횡좌표를 이용하여 식 

(14)와 유사한 식 (12)를 유도하였다.

D(t/＞의 조정점을 구하였으므로 convex hull을 만 

들 수 있고 이 convex hull 안에 D(iz)가 포함된다. 클 

리핑 라인을 “와 d(砂의 도메인에서 그리면 "축에 

평행한 선이 되고, 이 클리핑 라인과 D(时의 convex 
hull간의 교점을 구하여 그 중에서 최소값(払)와 최대 

값(如에서 C0＞를 분할하면 클리핑 라인 밖에 있는 

구간을 버릴 수 있다. 이 때 직선간의 교점을 구하므 

로 계산이 간단해 진다. 여기서 구한 "는 D(“＞와 클 

리핑 라인간의 교점이 아니고 D(“)의 convex hull과 

클리핑 라인간의 교점 중에서 최소값과 최대값이므 

로 분할된 곡선은 끝점이 정확하게 클리핑 라인 위 

에 있지 않고 클리핑 라인을 바깥쪽으로 조금 벗어 

나게 된다.

(17)
.----- ■ '-- 、，-- •＜7+1 q+1

로 취하면 払와 理에서 분할된 곡선을 얻을 수 있고 

매개 변수 "의 구간이 줄어든다.

분할된 곡선의 클리핑 라인에 대해서 C")를 분할 

하고 클리핑 라인 바깥에 있는 CQ)의 부분을 제거 

하여 매개 변수 /의 구간을 줄인다.

곡선 분할 과정을 반복하여 오차 한계 까지 두 곡 

선의 매개 변수 구간이 줄어들면 이들 구간의 중점 

으로 교점 을 구한다.

3.3 클리핑 라인과 convex hull의 위치에 따른 클 

리핑 방법

클리핑 라인과 convex hull의 교점을 구할 때 Fig. 
5와 같은 경우가 생긴다.

Fig. 5에서 (a)와 (f)는 곡선이 클리핑 라인의 바깥 

쪽에 놓여 있기 때문에 두 곡선간의 해가 없음을 나 

타내고, (d)의 경우에는 클리핑 라인으로 곡선을 분

한국CAD/CAM학회 논문집 제 3 권 제 2 호 1998년 6월
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Fig, 5. Various configuration of convex hull and clip­
ping lines.

할하고 (b), (c), (e)의 경우에는 매개 변수 구간이 좁 

은 곡선을 반으로 분할하고 분할된 곡선들과 다른 

곡선의 교점을 구한다. 곡선을 분할하여 매개 변수 

구간이 20% 이상 줄지 않으면 클리핑된 곡선을 반 

으로 분할한다. 20%는 Bezier 클리 핑 에서 나온 경험 

적인 수치로 이 때 가장 좋은 성능을 발휘하며, 10% 
보다 작은 값이 면 B€zier 클리 핑이 지나치 게 많이 수 

행되고, 40%보다 클 경우에는 불필요한 이진 분할 

(binary subdivision)이 발생한다[6]. 확장된 알고리즘 

에서도 20%를 사용하였다. 이와 같은 방법으로 교점 

이 여러 개인 경우에도 해를 구할 수 있다.

' C, .findlntersectiontC,)
if(CrAw < c and C, Au < e)

(I 丄'mm + C I “111:1' ' 2+ ' 2 ,"顷、2 , 厂―一

二> intersection point
endif

C, .findlntersectionCC,)
endif

if(C, is outside of CrclippingLines)
no intersection

endif

if(C, is inside of C, .clippingLines)
firstH이fOfC| ,findIntersection(C,) 
secondHalfOfC, .findlntersection((二) 

endif

clippingLinesOfC, .decompose(C,)

if (decomposed。，.Aw < 0.2 x C, Au)
decomposed^, .findlntersectionCC,)

else !
firstHalfOfDecomposedC； .findlntersecti 아!(G) 
secondHalfOfDecomposedC, .findlntersectiontC,) 

endifelse
endfindintersection

Fig. 6. Pseudo code of extended Bezier clippin응.

이상의 알고리즘을 Fig. 6에 나타내었다.

4. 적용 사례

확장된 알고리즘을 Java 언어를 사용하여 IBM 
RS/6000 580에서 구현하였다. Java는 객체 지향 프 

로그래밍 언어로서 플랫폼에 관계없이 프로그램을 

실행시킬 수 있으며, 네트워크 기능이 우수하므로 

지리적 한계를 극복하고 멀리 떨어진 곳에서도 네트 

워크를 통한 설계를 할 수 있다. Bezier 클리핑과 확 

장된 알고리즘의 속도를 비교하기 위해 JIT를 사용 

하지 않고 인터프리터 방식을 사용하였다.

Fig. 7은 조정점이 각각 15개와 17개 인 두 곡선이 

한 점에서 만나는 경우이다. 차수가 증가할 때 확장
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Fig. 7. Example 1
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된 알고리즘의 계산 시간은 거의 선형으로 증가하는 

경 향을 보이고, Bezier 클리핑도 차수가 높아질 때 

계산 시간이 증가하지만 7차와 10차에서는 오히려 

감소한다. 분할 횟수를 보면 확장된 알고리즘은 차 

수가 높아지면서 분할 횟수가 감소하고, Bezier 클리 

핑은 5차부터 감소 경향을 보이다 9차에서 크게 증 

가한다.

Fig. 8은 조정점이 각각 21개와 17개인 두 곡선의 

교점을 구하는 경우이다. 확장된 알고리즘은 차수가 

높아지면서 선형으로 증가하고, Bezier 클리핑도 증 

가하는 경향을 보이는데 8차와 10차에서는 약간 감 

소했다. 확장된 알고리즘은 4차부터 분할 횟수가 거 

의 일정하고, Bezier 클리 핑은 차수가 높아지면서 감 

소 경 향을 보인다.

Fig. 9는 조정점이 각각 95개와 25개인 두 곡선의 

교점을 구하는 경우이다. 확장된 알고리즘이 Bezier 
클리핑보다 월등히 우수한 경우이다. 확장된 알고리 

즘은 차수가 높아지면서 계산 시간의 증가가 작은 반 

면 Bezier 클리핑은 선형으로 증가한다. 분할 횟수 또 

한 확장된 알고리즘은 감소 추세를 보이고 Bezier 클 

리핑도 7차와 9차를 제외하고 감소 추세를 나타낸다.

Fig. 10은 조정점이 각각 78개와 85개인 두 곡선이

7
 

6
 

54
 

3
 

700
600
500
400
300
200
1000

70
60
50
40
30
20
10
。 

인
으
=
응
d

E
0
응

-
0
C

9

degree of curves

Fig. 8. Example 2

degree of curves

Fig. 9. Example 3

O
 

9
 

8
 

7
 

6
 

5

degree of c 니 rves

degree of curves

한국CAD/CAM학회 논문집 제 3 권 제 2 호 1998년 6월



Bezier 클리핑을 이용한NURBS 곡선간의 교점 계산 119

Fig. 10. Example 4
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만나는 경우이다. 차수가 증가하면서 Bezier 클리핑 

이 확장된 알고리즘보다 가파른 증가세를 보인다. 

분할 회수는 차수가 증가하면서 두 알고리즘 모두 

약간의 감소 경 향을 나타낸다.

Fig. 11은 조정점이 각각 19개와 20개인 두 곡선의 

교점을 구하는 경우이匸卜. 확장된 알고리즘이 Bezier 
클리핑보다 느린 경우로서 특히 4차에서 Bezier 클 

리핑보다 많은 계산 시간이 소요된다. 그러나 전체 

적으로 두 알고리즘의 계산 속도가 비슷한 경향을 

보인다. 분할 횟수 또한 4차에서 큰 차이가 난다. 두 

곡선이 같은 방향으로 놓여 있으면서 교점의 개수가 

많을 때 확장된 알고리즘의 분할 횟수가 증가하여 

계산 시간이 많이 소요되기 때문이匸卜. 그러나 Be 
zier 클리핑은 여러 개의 교점을 찾기 위한 분할 과정 

을 초기에 했기 때문에 그 만큼 시간적 보상을 받은 

것이다.

5.결  론

본 연구에서는 B-spline 곡선의 linear precision과 

Grevill의 횡좌표를 이용하여 NURBS 곡선을 초기에 

여러 개의 Bezier 곡선으로 분할하지 않고, Bezier 클 

리핑을 확장하여 필요한 경우에만 분할하도록 하는 

알고리즘을 개발하였다. 본 알고리즘은 NURBS 곡 

선이 여러 개의 Bezier 곡선으로 구성되어 있고, 교 

점의 개수가 적은 경우에 Bezier 클리핑보다 계산 속 

도가 더 빠르고 효율적이다. 그러나 두 곡선간의 교 

점 수가 많고 두 곡선이 같은 방향으로 놓여 있을 경 

우에는 Bezier 클리핑 보다 분할 횟수가 많아지는 단 

점이 있다.

본 연구의 알고리즘을 Fig. (6)과 같이 구현하였지 

만, 두 곡선 중에서 어느 곡선을 기준으로 클리핑할 

것이며 Fig. (5)의 (b), (c), (e)와 같은 경우에 어느 곡 

선을 어떤 비율로 분할할 것인지에 대해서는 여러 

가지 선택이 있을 수 있다. 또한 클리핑된 곡선의 구 

간이 20%이상 줄어 들지 않을 경우에 이 곡선을 반 

으로 분할하였는데, 이 때 20% 수치는 Bezier 클리핑 

의 수치를 그대로 적용하였다. 따라서 수치가 확장 

된 알고리즘에도 적합한지에 대한 통계가 필요하다.

비주기 NURBS 곡선이 아닌 경우에는 매듭값 변 

환卩'을 통하여 비주기 NURBS 곡선으吏 고친 후 알 

고리즘을 적용할 수 있을 것이匸卜

본 연구에서 제안한 알고리즘은 곡선의 기하학적 

특성을 이용하여 교점을 구하므로 이 알고리즘의 수
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Fig. 12. Curve/surface and surfacc/surface intersections.

렴에 대한 수학적 연구와 두 곡선의 일부분이 겹쳐 

있는 경우에 그 구간을 찾아내는 방법 등의 개발이 

향후 연구 과제로 필요하다. 또한 Fig. 12와 같이 곡 

선과 곡면, 곡면과 곡면간의 교점이나 교선을 계산 

하는 알고리즘으로 확장하는 연구가 필요하다.
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