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요 약

강제진동에 의한 외팔보의 동적응답과 진동모드를 연구하였다. Bernoulli-Euler 이론과 유한요소법을 이용하여 외팔보 

의 고유진동수와 진동모드를 수치해석하고 실험으로 측정하여 비교하였다. 가진주파수를 1Hz에서 7아iz까지 변화시켜 

외팔보의 1차, 2차 공진주파수를 구하고, 응답위치에 따른 진동 변위를 측정하여 진동모드를 살펴보았다. 실험결과에서 

외팔보의 절점(node)이 1차모드에서는 0, 2차모드에서는 0, 0.786으로 측정되었다. 외팔보의 공진주파수와 진동모드에 대 

해 이론적으로 예상했던 결과와 실험으로 측정한 결과가 거의 일치하였다.

ABSTRACT

An analysis of the forced dynamic response and vibrational mode for the cantilevered beam is described. Experimental 
results are compared with the natural frequencies and vibrational modes for the cantilevered beam using the theory of 
Bernoulli-Euler and finite element method. We have found 1st and 2nd resonance frequency of the cantilevered beam by 
means of the various external frequencies, l~70Hz, using magnetic transducer. And we have studied the vibrational dis­

placement at obtained resonance frequency of the cantilevered beam. The experimental results for the nodes of cantilevered 
beam were 0 in 1st mode and 0, 0.786 in 2nd mode. Close agreement between the theoretically predicted results and exper­
imental result was obtained for the vibrational mode.

I.서 론

대부분의 기계장치는 탄성계로 이루어져 있으므로 가 

해지는 외력에 의해 진동을 유발한다. 특히 외력의 가진 

주파수가 구조물의 고유진동수와 일치할 때에는 계가 공 

진을 일으키는 심각한 문제를 야기시킨다. 공진은 전체 

계의 성능에 커다란 악영향을 미치게 되므로 계의 성능 

향상과 안정성 증대를 위하여 진동 제어는 필수적인 것 

이 된다. 외팔보 둥과 같은 경 량화된 장비들의 운동시 발 

생하는 진동을 효율적으로 제어하기 위해서는 우선 외팔 

보의 진동특성을 파악하여 야 한다.

연속계의 진동방정식은 무한수의 고유진동수와 정규 

진동형을 구하는 초월빙-정식 (transcendental equation)으 

로 이루어져 있으며,') 한정된 수의 고유진동수와 정규진 

동형을 구하는 불연속계와는 대조적이다. 이러한 연속계 

의 고유진동수를 구하기 위해서는 경계조건을 적용할 필 

요가 있다. T.M.Wang은 회전관성과 전단변형을 포함하 

는 3-모멘트 방정식을 이용하여 연속적 인 Timoshenko 빔 

의 고유진동수를 구했으며,2)RJones는 진동하는 막의 이 

론과 자유진동현상을 이용하여 얇은 평판의 고유진동수 

를 근사적으로 구하는 방정식을 유도하였다.3)1996년에 

Zhou Ding은 Rayleigh-Ritz 방법을 이용해 직각평면의 

고유진동수를 구했으며,4 H.A.Hadid와 M.H.M.Bashir은 

Spline-Integral 방법을 이용해 빔의 자유진동 모드를 해 

석하였다.' 실험적 연구로는 외팔보의 여러 위치에 스트 

레인 게 이지(strain gage)를 설치하여 가진력에 대한 응답 

변위의 전달함수(transfer function)# 구하는 연구가 수행 

되었다.©

최근 연속적인 탄성계의 안정성에 관한 많은 연구가 
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진행되었으나，■•技) 이상적인 탄성계를 구성하기 힘들고 이 

론적 결과와 비교할 만한 정량적 결과를 얻기 힘들기 때 

문에 실험적 연구는 적은 편이다.© 본 연구에서는 이론적 

인 부문은 BemoulE-Euler 이론 및 유한요소법(finite element 

method；FEM)올 실험대상물인 외팔보에 적용하여 1. 2, 

3차 고유진동수를 구하고, 진동모드를 수치해석하였다. 

실제 실험에서는 외팔보에 1〜70Hz의 강제조화 진동을 

가하여 가진 진동수의 변화에 대한 외팔보의 동적응답을 

조사하였다. 그리고, FFT 신호처리 후의 최대진폭을 측 

정하여 피로파괴의 원인이 될 수 있는 외팔보의 고유진 

동수인 1차, 2차 공진주파수를 구하고, 웅답위치에 따른 

진동 변위를 측정하여 1차, 2차 공진주파수에서의 진동 

모드를 살펴보았다.

□ .이 론

기계 또는 계에서 고유진동수와 거의 일치하는 진동수 

를 갖는 가진력으로 가진된다면 과다한 진동을 발생하게 

된다. 그러므로 계의 제어나 안정성을 고려하려면 고유 

진동수에 대한 연구가 필수적이다. 본 연구에서는 얇은 

보의 굽힘운동에 적용되는 Bernoulli-Euler 보 이론 과 유 

한요소법에 의한 수치해석으로 외팔보의 고유진동수를 

구하여 비교 분석하였다.

성이론에 따른 n*의 관계식은 식⑶, (4)와 같다.

pS dt2 — 况 으次 (1)

으쓰

CX
(2)

邱 (3)
dx =亏

甲=
8v 
dx

(4)

여기에서 〃는 측면 처짐(lateral deflection), 0는 측면 

전단력 (lateral shear force), 는 단위길이당 측면외력 

(lateral external force per unit length), /는 중립축에 대한 

빔 단면적의 면적 관성모멘트(area moment of inertia), 휴 

는 중립축의 경사(slope of neutral axis), “는 굽힘 모멘 

트(bending moment) 이 다.

식⑴, (2), (3), (4)에서 0 M, 甲를 제거하고 빔 의 굽힘 

에 의한 일정한 단면적에 대한 미분방정식은 다음과 같다.

叫孑 0으|-队=° ⑸

굽힘 운동을 하는 빔의 고유모드를 알아 보기 위하여 

다음과 같이 변수분리형으로 표현한다. 단는 공간함 

수, /'。)는 시간함수이다.

식(6)을 식(公에 대입하면 식(7)을 얻을 수 있다.

EI 耳穿 f(t) +/浴依) 史쁘- = 0

식(7)을 변수분리하여 전개하면 (8)식과 같다.

EI 1 dA ^(x) 
pS ^(r) «f(r)

(6)

(7)

1 d2f(f) ., “、 
而-五厂 gsU8)

Fig 1. A plot of the forces and moments acting on the length 
dx of beam in bending motion.

보의 횡진동(transverse vibration)에 대한 미분 방정식 

올 구하기 위해 Fig.l에서 보인 보의 한 요소에 작용하는 

힘과 모멘트를 고려하였다. 보의 길이와 비교하여 단면 

의 치수가 작지 않으면 회전관성(rotatory inertia)과 전단 

변형 (shear deformation) 의 영향을 고려해야 한다. Ra^ddgh 

에 의해 소개된 회전관성과 Timoshenko가 제시한 전단 

변형의 관계식은 두꺼운 보에 적용되는 Timoshenko의 

이론에는 영향을 주었으나,기 Bernoulli-Euler 이론에는 언 

급되지 않는다.© Bemoulli-E니er 이론을 적용하여 회전관 

성과 전단변형을 무시하고, 빔 요소를 Newton 법칙에 적 

용하면 측면(y, Z)의 운동온 식(1), (2)가 되며, 물질의 강

여기서, 분리된 상수값은 a/이다. (8)식을 식(9), (10)으 

로 나누어 쓸 수 있다.

%必+护丿以)=0 
at£

⑼

滲-씀。"
식(9)의 해는 다음과 같다.

sin wt +8 cos wt

(10)

(11)

식⑼의 해를，迅 -邙와 같은 근S)들을 가지 

는 식(12)에서 얻어진 b"형태로 볼 수 있다. 여기서 夕는 

LjpSi叫EI 이다.
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宀씉宀
(12)

요소법 프로그램에서 고유진동수를 구하기 위해 사용된 

이론식은 다음과 같다

각각의 #값에 따른 해의 형태는 다음과 같다.
(19)

0(*)  = C sin px +D cos fix +£ sinh gx+Fcosh gx (13)
田. 실험방법

각각의 £값에 속한 진동수들은 경계조건에 의해 

된다. 대부분 빔에 대한 경계조건은 아래와 같다.

자유단E)：M = 0, Q = o 

고정단(C)：z> = 0, * =0 

단순지지(S)：0 = O, M = 0

결정

(14)

외팔보인 경우, % = 0에서 고정단이고, x=L에서는 자 

유단이다. 그러므로 (1), (2), (3), (4), (13), (14)식에서 다 

음을 얻을 수 있다.

Q+F=0

C+E=0

—C sin pL — D cos pL +E sinh -VF cosh pL =0

~C cos +Z> sin fiL +E cosh pL +F sinh 0L = O

(15)

식(15)의 계산결과 1 + cos &L cosh = 0의 식을 얻을

수 있다. 따라서 진동수들은 다음 식에서 구할 수 있다.

실험대상 구조물은 Bernoulli-Euler 외팔보로 모델을 

설정하였으며, 제작된 보는 두께 2mm, 너비 30mm, 길이 

400mm이며, 밀도는 7800kg/m3이다. n리고 Young울은 

2.1><1이呼3인 스프링강(SK5)이다. 강제진동에 의한 외 

팔보의 진동모드를 실험으로 관측하기 위하여 한쪽끝을 

강철지반에 고정하고, 중력에 의한 처짐이 발생하지 않 

도록 수직으로 설치하였다.

Fig. 2는 강제진동에 의해 발생하는 외팔보의 진동특성 

을 분석하기 위한 장치도이다. 디지털 함수 발생기(Digital 

function generator, PASCO PI-9587A)로부터 정현적 신 

호를 발생하고, 증폭기(Amplifier, SCOTT A416)로 신호 

를 증폭하였으며, 가진기(Electromagnetic exciter)로 외팔 

보를 강제가진 시켰다. 강제진동하는 외팔보의 응답신호 

는 비 접 촉식 센서 (Electromagnetic transducer, B&K MM 

0002)로 받아서, 신호분석기 (FFT analyzer, DI.PL20)를 

사용하여 분석하였다.

L2 (16)

그리고, 외팔보의 모드분석을 위하여 연속체를 각각 

무한개의 질량과 강성을 가진 요소들의 복합체로 간주한 

유한요소법을 적용하였다. 구조 이론에서 알려진 요소들 

의 양단에서의 힘과 모멘트를 이용하여 요소를 잇는 연 

결부들은 변위의 적합성(compatibility)이 성립되도록 했 

으며, 연결부에서의 힘과 모멘트는 평형 조건으로부터 

결정하였다? 10)

모드에 대한 변위벡터 ｛弗는 식(17)과 같다.

{ui} = Ai{'Pi} (17)

여기서 모드계수(A)는 진동모드를 구하기 위해 고유 

벡터에 곱해지는 유효 증폭계수(eflBctive amplification factor) 

이고 ｛甲;｝는 정규고유벡터 이 다. 모드계수(A)는 모드 i에 

대한 응답영역 값과 모드에 대한 분할계수(participation 

factor)인 冷세 의존한다. 변위 스팩트럼에서의 모드계수 

는 다음과 같다.,。)』)

(18)

Electronwgr.otic 
pickup Electromagnetic

Fig. 2 Schematic diagram of the experimental equipments.
여기서 S“,•는 1번째 모드의 스펙트럼 변위값<〕다. 유한

4, = S,a /,■
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외팔보의 진동특성을 분석하기 위하여 Bernoulli-Euler 

이론에서 얻은 고유진동수 (16)식과 유한요소법에 사용 

된 고유진동수(19)식에 본 실험에서 제작한 외팔보의 제 

원 특성을 대입하여 외팔보의 1차, 2차, 3차의 고유진동 

수를 계산하였다. 그리고 Bernoulli-Euler 이론과 유한요 

소법 프로그램인 ANSYS50을 이용하여 외팔보의 1차, 2 

차, 3차 고유진동 모드를 수치 해석 하였다.

강제진동에 의한 외팔보의 길이에 따른 진동응답 특성 

을 실험으로 분석하기 위하여 Fig. 2의 실험장치도와 같 

이 빔의 가진위치와 응답위치를 2.5cm 간격, 14지점으로 

나누어 실험을 하였다. 외팔보의 공진주파수를 찾기 위 

해 가진지점을 13의 위치에 설치하고, 응답위치를 외팔 

보의 최대진폭 부분인 14에 두고, 구동진동수를 1Hz에서 

7아iz까지 변화시켜 외팔보의 고유진동수를 조사하였다. 

또한 공진주파수에서 속도옹답을 시간영역과 FFT 신호 

처리한 주파수영역으로 측정하여 외팔보 진동의 동적응 

답 특성을 연구하였다. 외팔보의 고유진동모드를 실험으 

로 검증하기 위하여 1차 공진주파수와 2차 공진주파수에 

서 정현적 신호를 발생하였다. 그리고, 외팔보의 가진위 

치를 13의 위치에 두고 웅답위치를 2.5cm 간격으로 1지 

점에서 14지점으로 나누어 변위의 값을 측정하여 진동모 

드를 구하였다.

m. 결과 및 검토

실험대상으로 제작한 외팔보의 제원특성을 적용하여 

보의 굽힘운동에 적용되는 Bernoulli-Euler 보의 이론 

(16)식과 연속체를 각각 무한개의 질량과 강성을 가진 요 

소들의 복합체로 간주한 유한요소법의 이론 (19)식을 이 

용하여 계산한 고유진동수의 결과는 Table 1과 같다. 

Bernoulli-Euler 보의 이론과 유한요소법의 이론으로 계 

산한 결과는 1차, 2차, 3차 공진주파수가 거의 일치하였다.

Table 1. The results of the Bernoulli-Euler theory and finite 
element method.

Bernoulli-Euler FEM

1st 10.477 Hz 10.477 Hz

2nd 65.659 Hz 65.675 Hz

3rd 183.851 Hz 184.173 Hz
2nd mode

Fig.3과 Fig.4는 1 차, 2차, 3차 공진주파수에서 외팔보 

의 진동형태를 수치해석한 결과이다.

Fig.3은 얇은 보의 이론에 적 용되는 Bernoulli-Euler 보 

의 이론올 적용하여 계산한 결과이다.

식(6)에서 공간함수인에。(0) = 0,(0) = 0,。’(/) = 

0,。"‘(7) = 0이라는 조건을 부여하고 식(15)의 결과를 적 

용하면, 다음과 같은 진동모드 방정식을 얻을 수 있다.

^n(r) = A„l sin ^„r-sinh^„r + Z>„(cos^„x-cosh^„x)]

(20) 

여기서 4■는 임의상수이고 万”는
c쯔兔丄 + coshg „ L . 
sin ^„Z._ sinh j?„L

다. (20)식에서 n값에 1, 2, 3을 대입하여 1차, 2차, 3차 진 

동모드를 나타내었다. Bernoulli-Euler 보의 이론에 의한 

수치해석 결과에서 나타낸 진동모드는 빔의 길이를 1로 

두었을 때 절점이 1차 모드에서는 0, 2차 모드에서는 

0, 0.774, 3차 모드에서는 0, 0.500, 0.868이었다.

Fig.4는 복합물을 많은 작은 요소의 조합으로 간주하는 

수치해석 방법인 유한요소법을 이용하여 외팔보의 1, 2, 

3차 모드를 나타낸 결과이다이 그림은 식(17), (18), 

(19)를 이용하여 유한요소 프로그램인 ANSYS50으로 계 

산한 결과이다. 유한요소법에 의한 진동모드의 절점은 

빔의 길이를 1로 두었을 때 I차 모드에서 0, 2차 모드에서 

0, 0.783, 3차 모드에서 0, 0.504, 0.868이었다.
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Fig・ 4 A plot of the first three mode shapes of the cantilevered 
beam using finite element method.
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Fig.5와 Fig. 6은 공진주파수를 찾기 위해 가진위치를 

13, 웅답위치를 빔의 최대진폭 부분인 14에 두고 분석하 

였다. Fig.5는 1차 공진주파수를 찾기위해 구동주파수를 

1Hz에서 70Hz까지 변화시키면서 최대진폭을 측정한 결 

과이다. 이때 증폭기(amplifier)의 전압이득은 2로 두었다. 

실험결과 10.2Hz에서 변위진폭이 8.25mm로 최대였다.

0
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Fig. 5 The maximum experimentally measured amplitude of the 
cantilevered beam against driving frequency at force pos­
ition 13, response position 14. (Amplifier gain = 2)
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Fig. 6 The maximum experimentally measured amplitude of the 
cantilevered beam against driving frequency at force pos­
ition 13, response position 14. (Amplifier gain = 8) 

10.2Hz가 1 차 공진주파수임을 확인하였으나, 2차 공진주 

파수는 제대로 확인할 수 없었다. Fig.6은 2차 이상의 공 

진주파수를 찾기 위해 증폭기의 전압이득을 8로 높여서 

응답의 진폭을 측정하였다. 실험결과 빔의 1차 고유진동 

수 부근에서는 측정한도를 넘었으며 두 번째 최대치는 

64.8Hz에서 2.85mm가 측정되었다. 여러차례 전압이득을 

변화하고 반복 실험하여 3차 공진주파수를 측정하려 하 

였으나, 이론에서 구한 3차 공진주파수대에서는 공진현 

상을 확인할 수 없었다. 1차, 2차의 과도진동 현상 때문에 

같은 조건에서 1차, 2차, 3차의 공진현상을 동시에 관측 

하여 공진에 의한 외팔보의 진동특성과 가진주파수에 대 

한 응답특성을 비교하는 것은 불가능하였다. Fig.5와 Fig. 

6의 분석결과 실험대상 외팔보의 1차와 2차 고유진동수 

는 각각 10.2Hz와 64.8Hz임을 알 수 있었다.
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Fig. 7 The response time series and frequency spectrum for the 
force position 13, response position 14 at 1st resonance 
frequency.
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Fig. 8 The response time series and frequency spectrum for the 
force position 13, response position 14 at 2nd resonance 
frequency.

Fig.7과 Fig.8의 실험결과는 외팔보의 동적응답 특성을 

측정한 것이다. Fig.5와 Fig.6의 실험결과에서 확인한 1, 

2차 고유잔동수를 가진하였으며, (a)는 시간에 대한 속도 

를 보여주며 (b)는 FFT응답신호로써 주파수에 대한 진폭 

을 보여준다. 공진주파수에서의 최대 진폭을 알아보기 

위하여 가진을 13지점, 응답올 14지점에서 조사하였다.

Fig.7은 1차 공진주파수인 10.2Hz어서의 옹답속도와 

FFT 응답신호이다. 빔의 응답속도는 ±250mm/s이중］•이 

며, 진동의 최대 진폭은 7.14mm이다. Fig.8은 2차 공진주 

파수에서의 옹답속도와 FFT 웅답신호이다. 2차 공진에 

서의 빔의 응답속도는 ±980mm/s이하이며, 최대진폭은 

2.76mm이다. 진폭은 작은데 응답속도의 크기가 Fig.7에 

비해 큰 이유는 주파수의 증가에 의해 반응시간이 상대 

적으로 짧기 때문이다&

Fig.9와 Fig.10은 빔의 !3지점에서 1차와 2차 공진주파 

年투. 가지하고 빔을 따라 1〜14지점의 응답을 측정하여
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9 A plot of the vibrational mode at the 1st resonance fre­
quency. (10.2Hz)
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Fig. 10 A plot of the vibrational mode at the 2nd resonance fre­
quency. (64.8Hz)
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1차와 2차 진동모드를 나타내었다. 실험에서 외팔보의 

고정부분에서는 직접 측정할 수 없었기 때문에 응답신호 

의 변위값은 0으로 두었다. Fig.9와 Fig.lO의 실험에서 빔 

의 길이를 1로 두면 1차 모드에서 절점은 0, 그리고 2차 

모드에서는 0, 0.786이었匸｝. Fig.3의 Bernoulli-Euler 이론 

에서는 절점이 1차 모드에서는 0, 2차 모드에서는 0, 0. 

774이었고, Fig.4의 유한요소법에 의한 시뮬레이션은 절 

점 이 1차 모드에서는 0, 2차 모드에서는 0, 0.783이었다. 

외팔보를 2.5cm간격으로 14지점으로 나누어 측정한 실험 

결과와 Bernoulli-Euler이론과 유한요소법으로 수치해석 

한 절점 위치를 비교할 때 비교적 일치하였다.

V. 결 론

한쪽 끝이 단단히 고정된 외팔보의 강제진동 응답을 

수치해석과 실험으로 분석하여 외팔보계의 동적응답과 

진동모드를 연구하였으며 다음과 같은 결론을 얻었다.

연구모델로 사용된 외팔보의 제원특성의 값을 이용하 

여 Bemoulli-Euler 이론과 유한요소법으로 계산한 결과 

외팔보의 공진주파수가 일치함을 확인하였다. 공진주파 

수를 구하는 실험결과 계의 가장 큰 영향을 미치는 1차 

공진이 10.2Hz에서 발생함을 알 수 있었으며, 이 주파수 

는 외팔보의 1차 고유진동수이다. 2차 공진은 64.8Hz에 

서 발생하였으며, 증폭기의 전압이득을 4배 증폭하였으 

나 진폭은 1차에 비해 아주 작게 나타났다. 외 팔보에서는 

고차 모드의 진동수가 1차 모드 진동수의 정수배가 성립 

되지 않음을 확인하였다.

외팔보의 진동모드를 조사하기 위하여 빔의 길이를 x/L 

로 무차원화하여 빔의 길이를 1로 두었다. Bemoulli-Euler 

이론에서는 절점이 1차 모드에서는 0, 2차 모드에서는。, 

0.774, 3차 모드에서는 0, 0.500, 0.868이었으며, 유한요소 

법을 이용하여 계산한 진동모드는 절점이 1차 모드에서 

는 0, 2차 모드에서는 0, 0.783, 3차 모드에서는 0, 0.504, 

0.868으로 나타났다. 실험에서는 1차 모드의 절점은 0, 2 

차 모드의 절점은 0, 0.786으로써 수치계산한 결과와 약 

간의 차이는 있었으나 진동 형태는 유사하게 측정되었다.

본 연구의 결과는 외팔보계 연구의 기초자료로 이용될 수 

있으며, 자동화된 외팔보계의 잔류진동 감쇠에 적용하여 

장비의 정밀도 향상에 크게 기여할 수 있을 것이다.'或 13) 

그리고 외팔보에 대한 연구는 변형된 빔의 연구나 부착 

물이 있는 로보트 팔의 진동과 같은 기계 장치에 기본적 

으로 웅용될 수 있다.'以 ,4)
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