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Optimal Stacking Sequence Design of Laminated Composites 
under Buckling Loads
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ABSTRACT

An optimization procedure is proposed to determine the optimal stacking sequence on the buck
ling of laminated composite plates with midplane symmetry under various loading conditions. 
Classical lamination theory is used for the determination of the critical buckling load of simply 
supported angle-ply laminates. Analysis is performed by the Galerkin method and Rayleigh-Ritz 
method. The approximate solution of buckling is replaced by the algorithms that produce gen
eralized eigenvalue problem. Direct search technique is employed to solve the optimization prob
lem effectively. A series of computations is carried out for plates having different aspect ratios, 
different load ratios and different number of lay-ups.

Key words : Optimal stacking sequence, Critical buckling load, Generalized eigenvalue problem, 
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1. 서 론

복합재료는 1950년대 이후 항공, 우주산업의 발달 

과 더불어 급속히 발달하기 시작하여 70년대 이후에 

는 항공, 우주산업은 물론 건설자재 , 선박, 자동차부 

품, 스포츠 및 레저산업분야 등의 전 분야에 걸쳐서 

본격적으로 사용되고 있다.

섬유강화 복합재료는 치수안정성, 피로특성, 높은 

비강도 및 비강성 등에서 우수한 기계적성질을 가지 

고 있다. 따라서 여러 구조물에 응용되고 있으며, 특 

히 경량화가 요구되는 항공기에 주로 사용되고 있다. 

또한 섬유강화 복합재료는 적층판 각층의 두께와 섬 

유방향, 그리고 적층순서를 결정할 수 있는 이방성 

재료의 특성을 갖고 있으므로 설계자의 요구조건에 

적합한 특성을 갖도록 구조요소를 설계, 제작할 수 

있다는 장점이 있어 이와같은 재료의 특성을 설계변 

수로 하여 강도 및 좌굴등에 관한 해석과 최적화 또 

한 활발히 진행되고 있다'구조물의 최적설계 문제 

를 효과적으로 풀기 위한 방법이 Arora气 Arora and 
Haug«> 등에 의해 제시되었으며 이에 따른 설계민감 

도에 관한 연구도 활발히 진행되었다. 초기에 복합재 

료 최적설계에 관한 연구는 주로 중량을 목적함수로 

하여 연구가 진행되었는데°〉점차 최적설계의 결과를 

실제적으로 응용하고자 적층각도를 설계변수로 취하 

려는 시도가 시작되 었다㈣.

복합재료를 사용한 대부분의 구조물이 얇은 판과 

쉘구조물로 되어 있는 것을 고려해볼 때 이에 따른 

좌굴의 해석은 필수적이다구조물에 작용하는 하중 

이 임계좌굴 하중보다 커지면 좌굴이 발생하게 되고 

좌굴이 발생하면 구조물 전체가 가지는 하중 지지능 

력이 떨어지게 되므로 구조물의 안정성을 크게 해치 

는 원인이 된다. 따라서 최근에 강도와 더불어 좌굴 

에 대한 많은 연구가 이루어 지고 있다. 좌굴에 관한 

해석은 Kirchnoff-Love의 가정을 만족하는 고전적층 

판 이론에 따라 해석하거나的 복합재 적층판은 횡전 

단강성이 면내강성보다 훨씬 작으므로 이를 고려하 

여 일차 전단변형률 이론이나 고차 전단변형률 이론 

에 따라 유한요소법으로 해석한 것 등이 있다또한 

대부분의 구조물이 좌굴 후에도 계속 하중을 지지하 
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게 되므로 이를 고려한 좌굴후 거동이나四 층간에 

서 발생하는 응력이나 변형에너지 방출률을 고려한 

층간분리좌굴에 관한 연구도 많이 진행되었다皿 13), 

복합적층판에서 좌굴의 주요변수는 적층각도와 종횡 

비, 두께 등인데 이의 최적화에 관한 연구는 1960년 

대 이후 점차 증대되어, 1975년 Chao는 모든 판이 같 

은 각도를 갖도록 대칭적층된 판에서 최적각도를 구 

하였다''. 하지만 좌굴에 관한 최적설계 문제는 수식 

의 형태상 적층각도에 따른 최적설계의 어려움때문 

에 대부분의 최적설계에 관한 연구가 직교이방성판 

에 국한되었고 하중의 형태도 압축하중만을 받을때 

한정된 각도내에서 최적의 두께를 구하거나전단하 

중만을 고려하여 최적의 종횡비와 좌굴모우드를 찾 

는 등이었다”〉. 하지만 적층각도가 좌굴의 주요 변수 

이고 이의 결과를 손쉽게 응용할 수 있다는 점에서 

볼 때 이에 관한 최적화는 필수적이라 하겠다. 

1993년 Kam and Chu는 적층각도와 두께비를 설계변 

수로 하여 단축하중系을 받는 대칭으로 적층된 판의 종 

횡비에 따른 최적화를 수행하기에 이르렀다'". 여기 

서 Kam and Chu는 함수의 구배를 이용한 multi-start 

global optimization technique을 도■입하였는데 계산의 

복잡성과 계산시간이 많이 든다는 단점이 있지만 전 

체적인 최소값을 구할 수 있다는데 그 장점이 있다.

본 연구에서는 여러가지 조합하중 상태에서의 최 

적화수행을 목적으로 Whimey가 고전적층판 이론을 

이용하여 구한 좌굴에 관한 해를 이용하였다. 좌굴하 

중을 목적함수로 두고 대칭으로 적층된 모든 적층판 

의 적층각도를 설계변수로 하여 종횡비에 따라 여러 

조합하중하에서 최적적층각도와 최대 좌굴하중을 구 

하였다. 효과적인 최적화 수행을 위해 여기서 사용된 

최적화 기법은 본 연구에서 처음 시도된 direct search 

technique이 며 황금분할법을도입 하였다.

2. 좌굴이론

본 연구에서 사용된 복합적층판의 기하학적 형상 

을 Fig. 1에 나타내었고 힘은 Fig. 2와 같이 정의 하였 

다. 고전적층판 이론에 따른 중립면에서 대칭인 복 

합적층판의 평형방정식은 다음과 같다.

Du +4D16>vw +2(。" 그)66)”祠 +

4D*,  Ww +Dn W yyyy H，- 긴%" ”當, -

Ny Wm，= 0 ⑴

bending matrix ()%)는 다음과 같이 정 의 된다.
h 
成

% = J。肿2dz (2)
里
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Fig. 1. Schematic feature of composite laminated plate.

Fig. 2. Positive senses of loads.

식 (1)에서 좌굴의 해석상 extensional matrix(Aij)의 

영향은 작으므로 무시하였다. 경계조건으로 사변에 

서 단순지지된 판이라고 가정하면 변위와 모멘트에 

관해 다음과 같은 조건식을 구할 수 있다.

X ~ 0, a
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w = 0

M*  = -Dl} w：xx - 2D!6 - D]2 w” 그 0

y = o,b (3)

w = 0

A% = -Dl2 - 2D26 - D22 = 0

식(1)을 수치적으로 해석하기 위하여 하중상태를 

다음과 같이 정의한다.

M 드如v°，M =_0"蜘 =kM，NM (4)

여기서 k„ 场 k3 그리고 N«는 상수이며, 음의 부호 

는 압축하중일때를 나타낸다. 고전적층판 이론에 따 

른 평판의 좌굴에 관한 대략적 해를 구하기 위해 

Galerkin method를 도입하여 식(1)에 변분을 취해 정 

리 하면 다음과 같이 표현된다.

+4Dl6w+2(D 12 + 2D66) w

+ 4。26，七河，+D22wnyy +No(b w*  -2人;3"，冴 + 

k 2林，,yy )］饥桝 dxdy

+ £网(°,y 而 * (0,y、)-Mx(a,yXy (a ,y 胸

+ J：[修(x ,0)舫,y(X ,0)-My(x,b )<„(x,b)]dx=0

(5)

여기서 식(5)를 풀기 위해 Galerkin Approximation에 

따라(幅“을 식(2)에서 모멘트경 계 조건은 만족하지 않 

지만 경계조건중 차수가 낮은 변위경계조건식을 만족 

하는 이중사인배열(double sine series)로 선택한다.

w = ££弘” 血^耳뜨cos끄咎 

m=ln=l
(6)

식(6)를 식(5)어I 대입하여 풀면 좌굴에 관한 식을 

다음과 같이 구할 수 있다.

叫응) +2如 + 2歸) 2心2时

32꺼”

7^ab

(m2+p2>

16

M N

p=lq=i 十。
(宀g%

Bmnpq 人/項―0 (7)

_ pq 啊 ±p odd\ 
f W 一p2)(02 一 q2) l"±0 odd\

\m+p even, m=p\
= Q[n±qeVen, n=q\

3. 최적설계

3.1 일반적인 최적설계

수치적인 방법으로 최적화를 수행하기 위해서는 

대부분의 알고리즘이 설계변수가 연속이며 목적함 

수와 구속조건이 연속이고 설계변수에 의한 일차미 

분 역시 연속이라는 가정하에서 경계조건을 포함한 

함수의 형태가 볼록꼴(convex)인 문제를 주로 다루 

어 왔다. 이러한 문제에서는 최소값은 하나만 존재 

하게 되는데 실제적으로는 여러 곳에 상대적인 최소 

값을 갖는 문제가 많다. 따라서 일반적인 최적화 문 

제에서는 여러 곳에서 시작점을 두어 그 중에서 상 

대적으로 최소값을 구하는 것이 일반적이다. 이러한 

방법은 복합적층판에서 적층각도가 설계변수로 사 

용될 때에도 효과적으로 적용된다岡.

일반적인 최적화 수행방법은 다음과 같다.

Minimize F^)

Subject to;

g,(X)<0 j=l, M

XI- < Xi < xy i=l, N

여기서 F(X)는 목적함수이다. 부등식구속조건 gj 

(X)는 설계시 주어진 부가적인 조건식으로 이를 위 

배시에는 설계를 수행할 수 없게 되므로 반드시 만 

족되어야 한다. 또한 贮과 X"는 설계변수값의 범위 

를 나타내며 부차적구속조건(side constraint)이 된다.

3.2 최적설계 수식화

본 연구에서는 목적함수를 좌굴하중으로 하였고 

설계변수를 각 판의 적층각도로 하여 최적화를 수행 

하였으며 각 적층판의 두께는 일정하다고 가정하였 

다. 효고)적으로 최적화 방향을 찾기 위해 direct 

search technique를 사용하였고 최적거리를 구하기 

위 하여 황금분할법을도입 하였다.

3.2.1 좌굴식의 변형

식⑺과 같이 주어진 좌굴에 관한 식을 무차원화하 

여 다음과 같이 일반적인 고유치 문제로 세분화 할 
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수 있다.

[A]{X}=A[B]{X} (8)

[A ] : Positive definite and symmetric matrix

[B ] : Symmetric matrix

여기에서 사三 무차원화된 좌굴하중이고, {X}는 

그 때의 좌굴모우드가 된다. 이때 구해지는 좌굴하 

중 入중에서 최소가 되는 하중을 임계좌굴하중이라 

하며 좌굴모우드는 등방성 판이 나 직 교이 방성 판과는 

달리 혼합모우드를 띠게 된다. 이를 수치적으로 계 

산하기 위해서는 주어진 행렬에 대한 많은 계산과 

변형을 필요로 한다.

3.2.2 Direct search technique

최적설계 문제에서는 설계민감도를 계산하기 위 

해 함수의 구배를 이용하여 최적화 방향을 결정하는 

것이 일반적이다. 구배를 통한 최적화 방향의 결정 

은 수치적으로 복잡한 계산과 많은 계산시간을 필요 

로 한다. 또한 일반적인 고유치문제에서는 함수의 

구배로 부터 계산된 결과로 최적화 방향을 결정하기 

에는 많은 어려움이 따른다. Direct search technique 

은 이러한 점들을 개선하고 효과적으로 최적화 방향 

을 찾기 위해 도입되었는데 방법은 다음과 같다.

우선 Fig. 3과 같이 대칭으로 적층된 판에서 초기 

각도에 따른 목적함수의 값으로써 임계좌굴하중을 

구한다. 최적화 방향을 결정하기 위해 k=l 번째 판 

에서 주어진 각도에 약간의 변화를 주어 목적 함수의 

증감여부를 따진다. 목적함수값의 변화가 최적화 방 

향으로써 합당하면 변화를 준 방향으로 계속 최적화 

를 수행하고 위배되었을 시에는 반대방향으로 최적 

화를 수행해 나간다. 이러한 작업을 k=2,…, n 까지 

수행하고 수렴반경안에 들지 않았을 때는 다시 처음 

에 변화를 주었던 판으로 되돌아와서 반복작업을 통 

해 최적값을 구한다. 여기서 변화량은 수렴속도와 

밀접한 관계가 있고 수렴성에도 영향을 미친다. 설 

계변수가 2개 일때 수렴의 형태는 초기에는 포웰 방 

법의 최적화 방향과 동일하며, 후에는 최적설계에 

있어서 고전적인 방법중에 하나인 steepest descent 

method와 동일하다.

일반적인 최적설계에서와 마찬가지로 시작점은 

여러곳에서 출발하여 그 중 상대적인 최소값을 구하 

게 된다. 본 방법은 일반적으로 함수의 구배로 부터 

구해온 최적화 방향을 직접적으로 판에 미소의 변화 

를 통해 구해 나감으로써 수렴속도는 빠르지 않지만 

좌굴과 같이 특정한 고유치값의 최적화에 있어선 아 

Fig. 3. Schematic feature of direct search technique. Fig. 4. Flow chart of direct search technique.
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주 효과적인 방법이라 하겠다. 이를 수식화 하면 다 

음과 같다.

Find O's

satisfy, Max(Min[Det | [A]-X.[B] | = 이｝ (9)

본 최적설계 문제는 식(9)에서 무차원화된 좌굴하 

중의 최소값을구해 최대화하는최적 적층각도를구 

하는 문제로써 순서도는 Fig. 4에*나타내었다.

4. 계산결과 및 고찰

최대의 좌굴하중이 되는 최적적층각도를 구하고자 

종횡비와 하중비 , 그리고 판의 수를 증가시키면서 여 

러가지 하중조건을 고려 하여 최 적화를 수행 하였다.

사용된 복합재료는 탄소섬유강화 프라스틱으로 

기계적 성질은 다음과 같다.

El = 145 GPa Er = 10.3 GPa

Glt = 5.2 GPa VLT = 0.3 GPa

4.1 단축하중만 작용할 경우

4.1.1 종횡비에 따른 최적화 계산결과

종횡비에 따라 임계좌굴하중이 최대가 되도록 최 

적적층각도를 구하였다. 적층된 판의 수는 [&/複]，으 

로 적층하였을 때이고 각 판의 두께는 일정하다고 

가정하였다. 여기에서 최적각도와 최대 좌굴하중은 

주어진 물질상수와 같이 무차원화된 결과이다. 

Table 1에서 보듯이 종횡비가 1.0에서 2.0이 됨에 따 

라 최대 좌굴하중은 상대적으로 크게 감소하였고, 

종횡비가 계속 증가함에 따라 최대 좌굴하중은 대체 

로 감소하는 경향을 띠다가 종횡비가 5.0이 되면서 

약간 증가하는 것을 볼 수 있었다. 여기서 종횡비가 

증가함에 따라 최대 좌굴하중이 감소하다가 증가하 

는, 또는 증가하다가 감소하는 경향은 문헌에서 보 

이는 직교이방성판에서와 같이 적층각도에 따른 좌 

굴모우드의 영향으로 보인다⑶ 종횡비가 1.0일때의 

전 체각도에 대한 임 계좌굴하중값과 최적적 층각도에 

서의 좌굴모우드를 Fig. 5에 나타내었다. Fig. 5(a)에 

서 보듯이 최적적층각도는 [-44.3/44.6],와 [44.3Z-44. 

6]，에서 동일한 최대 좌굴하중을 갖는다. 이는 축에 

대칭적으로 작용하는 하중의 영향때문이며 물리적 

으로도 쉽게 이해할 수 있다. Fig. 5(b)에는 [-44.3/44. 

6],일때의 좌굴모우드를 나타내었다. 판의 형상이 정 

방형임에 따라 첫번째 모우드의 성격이 강하게 나타 

났으며 모우드선은 볼록하게 판의 오른쪽 아래 방향 

으로 약간 길게 형성된 모습을 나타낸다. 적층각도 

가 性4.3/-44.6]同서는 좌굴모우드는 오목하며 앞에 

서 설명한 반대방향으로 형성된다. Fig. 6에서는 종

(a) Critical Buckling Load

(b) Buckling Mode

Fig. 5. Critical buckling load and mode shape under 
uniaxial compression (a/b=1.0).

Table 1. Maximum buckling loads and optimum angles with the change of aspect ratios under uniaxial com
pression

Aspect Ratio 
[a/b]

4
Optimum An이 e 

[degree]
Maximum Buckling Load 

[N^b'/Erh3]
Wot아 Angle 

[degree]
Maximum Buckling Load 

[N戶 b'/Erh3]
Worst angle load

Optimum angle load
1.0 卜44.3/44.6]$ 19.72 [90/9 이’ 835 0.4
2.0 [-36.8/50.9]s 19.13 [89.8/89.8]s 835 0.4
3.0 [-52.3/34.5]s 19.10 [89.9/89.7]s 8.35 0.4
4.0 [-52.9/33.5]s 19.06 [89.8/89.8]s 8.35 0.4
5.0 [-53.4/33.4]s 19.07 [90/9 이 $ 8.35 0.4
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횡비가 2.0일 때의 전체각도에 때한 임계좌굴하중과 

최 적적 층각도에서의 좌굴모우드를 나타내 었다. Fig. 

6(a)에서 보듯이 최적값은 두 곳에 존재하며 Fig.

(a) Critical Buckling Load

(b) Buckling Mode

Fig. 6. Critical buckling load and mode shape under 
uniaxial compression (a/b=2.0).

6(b)에서는 종횡비가 증가하면서 나타나는 혼합된 

두번째 모우드의 결과를 보여준다.

4.1.2 적층판 수에 따른 최적화 계산결과

판의 전체 두께는 일정하게 두고 적층판의 수를 

증가시켜 가면서 최적적층각도와 최대 좌굴하중을 

구하였다. Table 2에서 보듯이 판의 수가 증가함에 

따라 전반적으로 최대 좌굴하중이 증가하였고 종횡 

비가 1.0일때는 적층판에 따른 최적적층각도의 변화 

는 일정한 면을 보았다. 이는 판의 형상이 정방형이 

고 하중의 형태도 축에 대칭으로 주어지므로 첫번째 

모우드의 성격이 강하기 때문이다. 또한 종횡비가 

증가하면서 최대 좌굴하중은 전반적으로 감소한 결 

과를 보였다.

4.2 전단하중만 작용할 경우

4.2.1 종횡비에 따른 최적화 계산결과

전단하중만이 작용할 때의 결과를 Table 3에 나 

타내었다. 결과에서 보듯이 최대 좌굴하중은 단축 

하중일때에 비해 급격히 증가하였고 종횡비에 따라 

서는 점차 감소하는 경향을 띠었다. 최적적층각도 

는 하중이 축에 대칭이지 못하고 그 형태상 적층판 

모두가 일정한 값을 갖는 결과가 나왔으며 전부 음 

의 부호를 갖게 되었다. 역시 종횡비가 L0에서 2. 

0사이에서 상대적으로 최대 좌굴하중의 값이 가장 

많이 감소하였다. Fig. 7(a)에서 종횡비가 1.0일때를 

고려하여 전체각도에 대한 임계좌굴하중값을 나타 

내었다. 그림에서 보듯이 최적값은 한군데에 존재

Table 2. Maximum buckling loads and optimum angles with the change of the number of layers under uniaxial 
compression

Aspect Ratio 
[眺]

Ply 
Number

Opt. Angle 
[degree]

Max. Buckling Load 
四铲 b2/ETh5]

Worst Angle 
[degree]

Max. Buckling Load 
[Nj b2/Erh3]

Worst angle load

Optimum angle load

1.0 2 ply [.44.3/44.6], 19.72 [90/9 이, 8.35 0.4
3 ply [-45.1/44.8/44.8]s 23.26 [89.9/89.9/89.9], 8.35 0.4
4 ply [-45.1/44.9/44.9/44.9], 24.38 [89.9/89.9/89.8/89.8]s 8.35 0.3

2.0 2 ply [-36.8/50•이, 19.13 [89.9/89.8], 8.35 0.4
3 ply [_41.8/-47.9/-47.9]s 23.11 [89.9/89.8/89.8]s 8.35 0.4
4 ply [-43.9/-46.1/4fi.l/-46.1]s 24.36 [89.9/89.9/-90.1/-89.이 8.35 0.3

Table 3. Maximum buckling loads 引d optimum angles with the change of aspect ratios under shear loading

Aspect Ratio 
[a/b]

Optimum Angle 
[degree]

Maximum Buckling Load 
[N/ b2/Erhs]

Worst Angle 
[degree]

Maximum Buckling Load 
[Nj b2/Erh3]

Worst angle load 

Optimum angle load

1.0 [-449-44.이 s 88.91 [49.9/49.9]s 12.79 0.1
2.0 [-57.4/-57.4]s 61.93 [15.1/15.1], 7.98 0.1
3.0 [-58.9/-58.9]s 57.50 [19.8/19.8]s 7.25 ().1
4.0 [-59.3/-59.3]s 56.11 [11.2/11.2], 6.70 0.1
5.0 [-59.5/-59.5]s 55.49 [12.9/12诫 6.59 0.1
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하고 음의 값을 띤다. 또한 하중의 형태와 bending 

matrix의 특성때문에 중립면에서 가장 바깥쪽 판의 

각도에 따라 임계좌굴하중값이 거의 일정한 결과를 

보인다. Fig. 7(b)에는 종횡비가 L0인 최적적층각도 

에서의 좌굴모우드를 나타내었다. 4-1 절에서 종횡 

비가 1.0이고 첫번째 판이 음일 때의 결과와 반대형 

상이 나타났으며 역시 첫번째 모우드의 성격을 많 

이 띠었다. 종횡비가 2.0일때의 전체각도에 대한 임 

계좌굴하중값을 Fig. 8(a)에 나타내었는데 종횡비가 

1.0일때의 결과와 거의 유사하며 최적값은 한 곳에 

존재하였다. Fig. 8(b)에 는 종횡비가 2.0일때 최적 

적층각도에서의 좌굴모우드를 나타내었다 . 모우드 

선의 모양은 Fig. 7(b)와 유사하며 첫번째 모우드와 

두번째 모우드의 성격이 강한 혼합된 모우드가 나 

타났다.

4.2.2 적층판 수에 따른 최적화 계산결과

적층판의 수를 증가시켜 가면서 최적적층각도와 

최 대 좌굴하중을 구한 결과를 Table 4에 나타내었다. 

적층판의 수를 증가시켜도 종횡비에 관계없이 일정 

한 최적적층각도와 최대 좌굴하중이 나왔는데 이는 

하중의 형태에 따른 결과이다.

(a) Critical Buckling Load

Fig. 7. Critical buckling load and mode shape under 
shear loading (a/b=1.0).

(b) Buckling Mode

Fig. 8. Critical buckling load and mode shape under 
shear loading (a/b=2.0).

Table 4. Maximum buckling loads and optimum angles with the change of the number of layers under shear 
_________ loading___________________________________________________________________________________________

Aspect Ratio 
网

Ply 
Number

Opt. An이e 
[degree]

Max. Buckling Load 
[Nj b2/Erh3]

Worst Angle 
[degree]

Maxi. Buckling Load 
[N(5ri b2/Erh3]

Worst angle load 
Optimum angle load

1.0 2 ply [44.9/-44.9]s 88.91 [49.9/49綽 12.79 0.7
3 ply [-44.9/-44.9/-44.9]s 88.91 [49.9/49.9/49.9]s 12.79 0.2
4 ply [-44.9/-44.9/-44.9/-44.9]s 88.91 [49.9/49.9/49.9/49,9]s 12.79 0.1

2.0 2 ply [-57.4/-57.4]s 61.93 [15.1/15.1], 7.98 0.1
3 ply [_57.4/-57.4/-57.4]s 61.93 [15.1/15.1/15.1], 7.98 0.1
4 ply [-57.4/-57.4/.57.4/-57.4]s 61.93 [15.1/15.1/15.1/15.1]s 7.98 0.1
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4.3 이축하중이 작용할 경우

4.3.1 종횡비에 따른 최적화 계산결과

하중비를 1：1로 하여 이축하중일때의 결과를 

Table 5에 나타내었다. 전반적으로 최대 좌굴하중의 

값은 단축하중에 비해 급격히 감소하였으며 종횡비 

의 증가에 따라 4-1절에서 언급한 바와 같이 모우드 

에 따른 양상을 보였다. 역시 종횡비가 1.0에서 2. 
0사이에서 최대 좌굴하중이 상대적으로 가장 크게 

감소하였다. Fig. 9(a)에는 종횡비가 1.0일때를 고려 

하여 전체각도에 대한 임계좌굴하중값을 나타내었 

는데 형상은 탄축하중일때와 유사한 결과가 나왔다. 

역시 하중이 축에 대칭으로 작용하므로 두고에서 최 

적값을 가진다. Fig. 9(b)에는 최적적층각도가 [-44.9/ 

44.9],에서의 좌굴모우드를 나타내었는데 형상은 단 

축하중일때와 비슷한 결과를 얻었다. 종횡비가 2. 

0일때의 결과를 Fig. 10에 나타내었다. Fig. 10(a)에 

서 보듯이 전체 임 계좌굴하중값은 종횡비가 1.0 일때 

와 비교해 봤을때 많은 변화를 보였으며 최적값은 

역시 두 곳에 존재하였다. Fig. 10(b)에서는 최적적층 

각도에 서 의 좌굴모우드를 나타내 었는데 종횡 비 가 

증가함에 따라 두번째 모우드의 성격이 강한 혼합모 

우드가 발생했다.

4.3.2 적층판 수에 따른 최적화 계산결과

적층판 수에 따른 결과를 Table 6에 나타내었다.

Table 5. Maximum buckling loads and optimum angles with the change of aspect ratios under biaxial com
pression (NX : Ny=l : 1)

Aspect Ratio Optimum Angle Maximum Buckling Load Worst Angle Maximum Budding Load Worst angle load
[a 이 [degree] b^Eah3] [degree] [I、*】 b2/Erh3] Optimum angle load

1.() [-44.9/44.9]、 9.88 [90/9(*  [0/이 , 6.68 0.7
2.0 [-67.2/63.1]s 8.14 [0/0]s 1.67 0.2
3.() [-72.3/49.4]s 8.18 [0/0]s 1.09 0.1
4.0 [-74.7/4&이、 8.13 [0/0]s 0.95 0.1
5.0 [-75.7/48.6], 8.11 [0/0]fi 0.90 0.1

(a) Critical Buckling Load

(b) Buckling Mode

Fig. 9. Critical buckling load and mode shape under 
biaxial compression (Nx: Ny=l : 1, a/b=1.0).

Fig. 10. Critical buckling load and mode shape under 
biaxial compression (N「Ny=l:l, a/b=2.0).
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Table 6. Maximum buckling loads and optimum angles with the change of the number of layers under biaxial 
compression (Nx: Ny드 1 : 1)

Aspect Ratio 
〔a/b]

Ply 
Number

Opt. Angle 
[degree]

Max. Buckling Load 
[卜帶 b2/Erh3]

Worst Angle 
[degree]

Maxi. Buckling Load 
[N™ b2/Erh3]

Worst angle load 

Optimum angle load

1.0 2 ply [一44.9/44.9]， 9.88 [89.9/89.9], 6.68 0.7
3 ply [-45.0/45.0/45.0]s 11.63 [89.9/89.9/89.9], 6.68 0.6
4 ply [-45.0/45.0/45.0/45.0], 12.19 [89.9/89.9/89.9/89.9]s 6.68 0.5

2.0 2 ply [-67.2/63.1]s 8.14 [0/0]s 1.67 0.2
3 ply [-68.6/72.3/66.6], 8.90 [0/0/0]s 1.67 0.2
4 ply [-67.1/76.5/71.9/69.0]s 9.07 [0/0/0/0]s 1.67 0.2

Table 7. Maximum buckling loads and optimum angles with the change of loading ratios-(l)

Aspect Ratio
[眺]

Load Ratio 
[NS : Ny]

Opt. Angle 
[degree]

Max. Buckling Load 
[N＜史 b2/Erh3]

Worst Angle 
[degree]

Maxi. Buckling Load 
[N^ b2/E,h3]

Worst angle load

Optimum an이 e load

1.0 2:1 [44.8/44.8]k 6.58 [89.9/89.9]s 3.71 0.6
2.0 1 :2 [-79.4/67.9], 5.19 [0/0]s 0.93 0.2

2:1 [-56.7/60.7]s 5.70 [0/0]s 1.39 0.2

Aspect Ratio Load Ratio Opt. Angle Max. Buckling Load Worst Angle Maxi. Buckling Load Worst angle load
[a/b] [N,: Ny] [degree] [卜帶 b^Erh3] [degree] [N史 b2/Erh3] Optimum angle load

1.0 2:1 [-45.1/44.6]s 11.51 [81.5/81.5]s 3.95 0.3
2.0 2:1 [-43.4/47.이' 11.80 [61.2/61.2]s 3.52 0.3

Table 8. Maximum buckling loads and optimum angles with the change of aspect ratios under shear and uniaxial 
compression (Nx: Nxy=l: 1)

Aspect Ratio 
[a/b]

Optimum Angle 
[degree]

Maximum Buckling Load 
[N捫 b2/Erh3]

Worst Angle 
[degree]

Maximum Buckling Load 
[卜帝 b^Erh3]

Worst angle load 

Optimum angle load

1.0 [_45.1/44.4]s 23.79 [58/58]s 6.83 0.3
2.0 [-46.1/-46.1], 23.15 [55/55]s 5.22 0.2
3.0 [46.4/-46.4]s 23.21 [47.1/47.2]s 4.82 0.2
4.0 [-46.5/-46.5]s 23.20 [45.3/45.4]s 4.68 0.2
5.0 [46.6/-46.6]s 23.19 [41.0/41.4]s 4.62 0.2

이때의 하중비는 1:1이다. 단죽하중에서와 같이 적 

층판 수가 증가함에 따라 최대 좌굴하중은 전반적으 

로 증가하였고 종횡비가 증가하면서 감소하였다. 또 

한 첫번째 모우드의 영향으로 종횡비가 1.0일때는 

최적적층각도가 ±45°를 갖을때가 많았다.

4.3.3 하중비에 따른 최적화 계산결과

하중비를 달리하여 종횡비에 따른 최적적층각도 

와 최대 좌굴하중을 구한 결과를 Table 7에 나타내 

었다. 종횡비가 L0일때는 하중비의 변화에 따라 최 

적적층각도는■일정하였지만 최대 좌굴하중은 크게 

감소하였다. 또한 판의 장축방향으로 하중비가 높을 

때가 최대 좌굴하중이 더욱 감소하였다.

4.4 단축 및 전단하중이 작용할 경우

4.4.1 종횡비에 따른 최적화 계산결과

하중비가 1:1일때 종횡비에 따른 최적화 계산결과 

를 Table8에 나타내었다. 최적적층각도는 전단하중 

의 영향으로 종횡비가 1.0일때를 제외하고는 음의 

부호를 갖게 되었고 최대 좌굴하중은 4-1 절에서 언 

급한 바와 같이 모우드에 따른 결과를 보였다. 최대 

좌굴하중은 단축하중에 비해 증가된 값을 보이는데 

이는 전단하중이 어느정도 인장력과 같은 역할을 하 

기 때문이다. 종횡비가 1.0일때 전체각도에 대한 임 

계좌굴하중과 좌굴모우드를 Fig. 11에 나타내었다. 

Fig. 11(a)에서 보듯이 임계좌굴하중의 값은 전단하 

중의 영향으로 4-2절의 결과와 비슷한 양상을 나타 

내었다. Fig. 11(b)에는 최적적층각도에서의 좌굴모 

우드를 나타내었다. 그림에서 보듯이 단축하중만이 

있을때 보이던 모우드선의 모양이 좀더 원형으로 변 

한 모습을 볼 수 있다. 즉, 단축하중에서 오른쪽 아

한국CAD/CAM학회 논문집 제 1 권 제 2 호 1996년 8월



116 윤성진•김관영•황운봉•하성규

(a) Critical Buckling Load

(b) Buckling Mode

Fig. 11. Critical buckling load and mode shape under 
shear and uniaxial compression (Nx: Nxv—1 :1, a/ 
b = 1.0)

래방향으로 좌굴이 일어나는 것을 전단하중의 방향 

으로 이를 잡아주는 역할을 하기 때문이다. 종횡비 

가 2.0일때의 결과를 Fig. 12에 나타내었다. Fig. 

12(a)는 Fig. 11(a)에서와 같이 전단하중의 성격을 많 

이 띤 임계좌굴하중값의 결과가 나왔다. Fig. 12(b)에 

서는 좌굴모우드를 나타내었는데 역시 전단하중의 

역할로 모우드가 원형의 형태로 생기는 것을 볼 수 

있다.

4.4.2 적층판 수에 따른 최적화 계산결과

적층판 수에 따른 결과를 Table 9에 나타내었다. 

최적적층각도는 전단하중의 영향으로 음의 부호를 

띠는 경우가 많았다. 종횡비가 1.0에서는 판의 수가 

증가하였는데도 최대 좌굴하중이 오히려 감소하는 

결과가 나왔는데 이 최적적층각도와 두께에 따른 

bending matrix의 영향때문이匸卜 종횡비가 2.0일때는 

최적적층각도의 결과로 인해 일정한 최대 좌굴하중 

이 나왔다

4.4.3 하중비에 따른 최적화 계산결과

종횡비에 따라 압축하중을 증가시켜 최적적층각

(b) Buckling Mode

Fig. 12. Critical buckling load and mode shape under 
shear and uniaxial compression (Nx: Nxy=l: 1, 
a/b = 2.0).

도와 최대 좌굴하중을 구한 결과를 역시 Table 7에 

나타내었다 . 최적적층각도는 단축하중일때의 결과 

에서 보듯이 압축하중의 영향을 많이 받았고 최대 

좌굴하중은 단축하중일때에 비해 크게 감소하였다.

4.5 이축 및 전단하중이 작용할 경우

4.5.1 종횡비에 따른 최적화 계산결과

하중비를 1:1:1로 두고 구한 결과를 Table 1()에 나 

타내었다. 종횡비가 증가함에 따라최대 좌굴하중은 

4-1 절에서 언급한 바와 같이 모우드에 따른 결과를 

보였다. 최적적층각도는 이축하중일때와 비교해 봤 

을때 압축하중의 영향을 많이 받았고 최대좌굴하중 

은 4-4절에서와 같이 이축하중일때 보다는 약간 증 

가된 결과를 얻었다. 종횡비가 1.0에서 2.0사이에서 

역시 상대적으로 최대 좌굴하중의 감소가 가장 컷 

다. 종횡비가 1.0일때와 2.0일때를 고려하여 최대 좌 

굴하중과 좌굴모우드를 Fig. 13과 Fig. 14에 나타내 

었다. 그림에서 보듯이 전반적인 형태는 선단하중의 

영향으로 4-4절의 결과와 유사한 결과를 보였다.

4.5.2 적층판 수에 따른 최적화 계산결과

하중비가 1:1:1일때 적층판 수를 증가시키면서 구
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Table 9・ Maximum buckling loads and optimum angles with the change of the number of layers under shear 
and uniaxial compression (Nx : Nxy=l : 1)

Aspect Ratio 
[a/b]

이 y 
Number

Opt. Angle 
[degree]

Max. Buckling Load 
[N們 b2/Erh3]

Worst Angle 
[degree]

Maxi. Buckling Load 
[N™ b2/ETh3]

Worst angle load

Optimum angle load

1.0 2 ply [-45.1/44.4]s 23.79 [58/58]s 6.83 0.3
3 ply [-45.0/44.9/-45.0]s 23.61 [58/58/5队 6.83 0.3
4 ply [-45.1/45.1/44.4/44.4]s 23.79 [58/58/58/58]、 6.83 0.3

2.0 2 ply [-46.1/46.1]s 23.15 [55/55]s 5.22 0.2
3 ply [-46.U-46.1/-46M 23.15 [55/55/55、 5.22 ().2
4 ply [-46.1/-46.1/-46.1/-46.1]s 23.15 [55/55/55/55]、 5.22 0.2

Table 10. Maximum buckling loads and optimum angles with the change of aspect ratios under shear and biax
ial compression (Nx: Ny: Nxy=l: 1:1)

Aspect Ratio 
[a/b]

Optimum Angle Maximum Buckling Load Worst Angle 
[degree]

Maximum Buckling Load 
卩'咿 b^Erh3]

Worst angle load
[degree] [N铲 bz/Erh'] Optimum angle load

1.0 卜45.0/44.9]$ 11.51 [55.9/56]s 4.84 0.4
2.0 [-69.7/72.9]s 9.06 [3434]， 1.60 0.2
3.0 [-71.2/61.6], 9.05 [1.4/1.4]s 1.07 0.1
4.0 [-68.1/76.8]s 8.95 [0.9/0.8]s 0.94 0.1
5.0 [-70.2/67.6]s 9.04 [0.6/0.6]s 0.89 0.1

한 결과를 Table 11에 나타내었다. 종횡비가 2.0에서 

는 4-3절에서 언급한 바와 같이 bending matrix의 영 

향으로 적층판 수가 증가하여도 최대 좌굴하중이 감 

소하기도 하는 결과가 나왔으며 종횡비가 증가함에 

따라 최대 좌굴하중은 전체적으로 감소하는 경향을 

나타냈다.

4.5.3 하중비에 따른 최적화 계산결과

종횡비를 고려하여 여러 하중비에 따른 결과를 

Table 12에 나타내었다. 종횡비가 L0일때는 4-4절에 

서 언급한 전단하중의 역할을 보기 위해 전단하중을 

계속 증가시켜 보았다. 하중비가 1：1：4가 되기 까지 

는 이축하중에 비해 어느정도 인장의 역할을 계속 

하였지만 하중비가 1:1:5가 되면서 전단하중의 효과 

가 압축하중보다 커지게 되어 이축하중일때보다 작 

은 좌굴하중에서 좌굴이 발생함을 볼 수 있었다. 종 

횡 비가 2.0일때는 압축하중일때가 전단하중일때보 

다 좌굴에 더 큰 영향을 미침을 단적으로 보여준다. 

Fig. 15(a)는 종횡비가 L0이고 하중비가 1:1:2로 작 

용할 때의 전체 임계좌굴하중값을 보여준다. 전단하 

중에 따른 함수의 모양을 많이 띠었고 좌굴모우드도 

Fig. 15(b)에서 보듯이 전단하중의 영향으로 원형형 

상을 띠게 되었다. Fig. 16(a)는 하중비 1:1:2에서 종 

횡비를 2.0으로 증가시켜 전체 임계좌굴하중값을 구 

한 결과이다. 역시 전단하중의 영향에 따른 결과를

-90

(a) Critical Buckling Load

(b) Buckling Mode

Fig. 13. Critical buckling load and mode shape under 
shear and biaxial compression (Nx: Ny: %=1 :1: 
1, a/b=1.0).
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(a) Critical Buckling Load
(a) Critical Buckling Load

(b) Buckling Mode

Fig. 14. Critical buckling load and mode shape under 
shear and biaxial compression (Nx: Ny: Nxy=l: 1: 
1, a/b=2.0).

(b) Buckling Mode

Fig. 15. Critical buckling load and mode shape under 
shear and biaxial compression (Nx: Ny: Nxy=l: 1: 
2, a/b=1.0).

Table 11. Maximum buckling loads and optimum angles with the change of the number of layers under shear 
and biaxial compression (Nx : Ny: Nxy=l : 1 :1)

Aspect Ratio 
网]

Ply
Number

Opt. Angle 
[degree]

Max. Buckling Load 
[N§ri b2/Erh3]

Opt. Angle 
[degree]

Maxi. Buckling Load 
[N” b2/Erh3]

Worst angle load

Optimum angle load

1.0 2 ply [-45.0/44.9], 11.513 [55.9/56]s 4.84 0.4
3 ply [-45.0/45.0/45.0], 12.182 [56/56/56]s 4.84 0.4
4 ply [-45.0/45.0/-45.0/-45.0]f 12.183 [56/56/56/56]s 4.84 0.4

2.0 2 ply [-69.7/72.5]s 9.063 [3.4/3.4]s 1.07 0.1
3 ply [-67.2/80.2/83.5]s 9.013 [3.4/3.4/3.4]s 1.07 0.1
4 ply [-65.2/87.4/72.5/68.4], 9.126 [3.4/3.4/3.4/3.4]s 1.07 0.1

Table 12. Maximum buckling loads and optimum angles with the change of loading ratios-(2)

Aspect Ratio 
[a/b]

Load Ratio 
[Nx:Ny:NJ

Opt. Angle 
[degree]

Max. Buckling Load 
[N/ b2/Erh5]

Worst Angle
[degree]

Maxi. Buckling Load 
[N/ b2/Erh3]

Worst angle load

Optimum angle load

1.0 1:1:2 [-45.02/44.86]s 11.90 [53.5/53.5], 3.57 0.3
1:1:3 [-45.01/44.87], 11.36 [52.2/52.2]s 2.81 0.2
1:1:4 [-45.00/44.88]s 10.48 [51.5/51.5]s 2.31 0.2
1:1:5 [-44.99/44.89], 9.55 [51.0/51.이 s 1.96 0.2
1:2:1 [45.01/44.97]s 7.39 [6.5/6.5]s 3.54 0.5

2.0 1:1:2 [-68.87/81.69]s 9.02 [6.0/6.0]s 1.44 0.2
1:2:1 [-80.64/70.08]s 5.31 0.92 0.2
2:1:1 [-57.83/70.79]s 6.55 [2.77/2.77], 1.35 0.2
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(a) Critical Buckling Load (a) Critical Buckling Load

(b) Buckling Mode

Fig. 16. Critical buckling load and mode shape under 
shear and biaxial compression (Nx: Ny: N^l: 1: 
2, a/b=2.0).

(b) Buckling Mode

Fig. 17. Critical buckling load and mode shape under 
shear and biaxial compression (Nx: Ny: ＞临=1:2: 
1, a/b=l.O).

보였다. 좌굴모우드는 Fig. 16(b)에서와 같이 첫번째 

모우드의 성격을 많이 띠었으며 장축의 끝단으로 이 

동한 모습을 볼 수 있다. Fig. 17(a)는 종횡비를 1.0으 

로 하고 하중비가 1:2:1로 작용할 때의 전체 임계좌 

굴하중값이다. 이때는 압축하중의 영향으로 모양이 

Fig. 5(a)와 비슷하다. 좌굴모우드는 Fig. 17(b)에 나 

타내었는데 압축하중의 영향으로 모우드선이 오른 

쪽 아래방향으로 형성되는 것을 볼 수 있다. 하중비 

를 1:2:1로 유지하고 종횡비를 2.0으로 증가시켜 구 

한 결과를 Fig. 18에 나타내었다. Fig. 18(a)는 압축하 

중과 종횡비의 영향으로 Fig. 10(a)와 비슷한 결과가 

나왔다. 좌굴모우드는 Fig. 18(b)에 나타내었는데 종 

횡비와 하중비의 영향으로 첫번째 모우드가 장축의 

끝단쪽으로 많이 이동된 모습을 볼 수 있다. Fig. 

19에는 하중비를 2:1:1로 하고 종횡비는 2.0으로 하 

여 전체 임계좌굴하중값과 좌굴모우드를 구해 보았 

다. Fig. 19(a)는 압축하중의 영향으로 Fig. 10(a)와 

거의 동일한 결과가 나왔으며 좌굴모우드는 Fig. 

10(b)에서와 같이 종횡비와 하중비에 따라 첫번째 모 

우드가 약간 이동된 모습을 볼 수 있다.

이상으로 각 하중에 따른 종횡비, 적층판 수, 그리 

고 하중비에 따른 결과를 그림과 테이블을 통해 설명 

하였다. 단축하중이나 이축하중만이 작용할 경우에는 

하중이 축방향으로 작용하므로 최적 적 층각도는 [6,/ 

e2]s 이나 [-&/-皈1이 동일한 최적값을 가지지만 전단 

하중이 작용할 경우에는 bending matrix의 영향으로 

첫번째 판이 음의 값을 갖게 된다. 종횡비에 따른 각 

하중별 최대 좌굴하중을 Fig. 20에 나타내었다. 그림 

에서 보듯이 전단하중만이 가해졌을때가 가장 좌굴 

이 일어나지 않는 경우이며 이축하중일때가 쉽게 좌 

굴이 일어남을 확인할 수 있었고 종횡비가 1.0에서 2. 

0사이 에서 최 대 좌굴하중의 변화가 가장 컷다.

5.결  론

사변이 단순지지되고 대칭으로 적층된 복합적층 

판의 좌굴에 관한 최적설계로 다음과 같은 결론을 

얻었다.
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(a) Critical Buckling Load (a) Critical Buckling Load

Fig. 18. Critical buckling load and mode shape under 
shear and biaxial compression (Nx: Ny: Nxy=l : 2: 
1, a/b=2.0).

(b) Buckling Mode

Fig. 19. Critical buckling load and mode shape under 
shear and biaxial compression (Nx: Ny: Nxy=2:1 
:1, a/b=2.0).
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Fig. 20, Critical buckling loads with the change of aspect 
ratios.

1. Direct search technique# 人］■용하。」좌굴方］■중하 

에 있는 복합적층판에서 적층판 전체각도를 설계변 

수로 하여 종횡비와 하중비, 그리고 적층판의 수에 

따라 효과적으로 최적화를 수행하였匸卜.

2. 조합하중하에서 전단하중은 압축하중만 있을 

때 보다는 하중비에 따라 어느정도 좌굴하중을증가 

시키는 역할을 한다.

3. 종횡비의 증가에 따라 혼합된 고차모우드가 발 

생하며, 적층판 수 보다는 하중비나 종횡비가 좌굴 

에 더 큰 영향을 미 침을 알 수 있었다.
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