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技術解說

해 양음향 토모그래 피 와 역문제

-Oceanic Acoustic Tomography and Inverse Problem 一

이 재 학*, 김 재 수*

*한국해양연구소 해양물리연구부 

**한국해 양대 학교 해 양공학과

I.서 론

물리해양학 연구목표 중의 하나는 대규모의 순환 

(circulation)으로부터 극미세구조인 난류(turbulence) 

에 이르기까지 해양에서 일어나는 물리적인 현상을 

이해하는 데 있다. 이러한 연구를 위하여 해수의 기본 

적인 물리적 특성인 수온, 염분 또는 유속 등의 직접 

관측을 통한 분석이 통상적이다. 최근에는 기술의 발 

달에 따라 다양한 방법이 이용되고 있는 바 인공 위 

성을 이용한 해수면의 여러가지 자료수집이나 수중 

음향의 이용 등이 그 예이다. 또한, 자료의 분석방법 

도 관측된 자료를 바로 해석하는 것보다 다른 정보로 

부터 필요한 정보를 얻어 내려는 경향을 보이고 있 

다. 역문제(inverse problem)는 이러한 경향을 잘 나 

타내주는 것으로 컴퓨터의 발달과 수학적인 기술의 

도입으로 특히 발달된 분야로서 많이 응용되고 있다. 

해양음향 토모그래피 (oceanic acoustic tomography) 

는 역문제를 이용하여 수중음향의 자료를 처리하는 

해양관측의 기법으로 연구 및 응용이 확대되고 있는 

분야이다. 이의 원리는 음속이 매질의 밀도에 따라 

변하기 때문에 해수중의 음파 도달시간의 변화를 이 

용하여 음파가 통과한 해역의 밀도구조를 파악하는 

것이다. 해수의 밀도는 수온, 염분 및 압력에 의하고 

밀도분포를 변화시키는 해양현상은 해수의 흐름 등 

에 따르므로 음파 도달시간의 변위로부터 다른 정보 

인 해수의 밀도 또는 유속의 분포를 구하는 것이다. 

본 해설은 물리해양학에서의 역문제에 대한 논문⑴ 

의 계속으로 해양음향 토모그래피의 현장실험을 살 

펴보고 역문제의 형성과정과 전편에서 기술하지 않 

은 역문제의 수학적인 계산과정을 설명하였다.

D. 현장실험 동향

1979년 해양음향 토모그래피가 제시된⑵ 후로 현장 

에서의 실험은 미국을 중심으로 꾸준히 진행되어 왔 

다. 그림 1은 수행되었거나 수행중에 있는 현장실험 

의 위치를 나타낸 것이다. 초창기의 실험은 기술적인 

목적을 위한 것이 많았지만 점차 해양의 물리적인 현 

상을 보려고 하는 실험이 늘어났으며 이제는 원격모 

니터링을 위한 실험 단계에 이르고 있다. 본 절에서 

는 1980년대의 중요한 실험들과 1990년대의 실험들 

에 대하여 설명하고자 한다.

1981 토모그래피 실험⑶一1970년대 중반에 북대서 

양에서 집중 실시된 해양관측으로 100 km와 100일의 

공간 및 시간적 크기를 갖는 소용돌이 (eddy)가 많이 

발견되어 중규모의 해양현상에 관심이 증가하였다. 

이러한 현상을 추적하기 위해서는 넓은 해역에서 관 

측의 동시성이 요구되는데 선박을 이용하면 수 주일 

이 소요되므로 음향실험을 통하여 짧은 시간에 해황 

의 판단이 가능한가에 대한 관심 때문에 많은 주목을 

받은 실험이었다. 처음으로 실시된 토모그래피 현장 

실험으로 관측자료가 특히 풍부한 북대서양 버 뮤다
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그림. 1. 해양음향 토모그래피 현장실험 해역 : a-81 토모n 

래피 실험, b-RTE 83, c-RTE 87, d-Greenland 

Sea 실험, e-Heard Island 실험, f-AM ODE, g- 

Barents Island 실험, h-THETIS, i-THETIS-2, 

j-러시아에 의한 실험, k-89 basin 규모 실험 등.

남서해역에서 미국의 연구진들에 의해 1981년 3월고卜 

6월에 걸쳐 실시되었고 그 목적은 해양관측보다 토모 

그래피 이론의 검증에 있었다. 4개의 음원과 5개의 

수파기를 설 치 하여 224 Hz를 중심 으로 10 Hz 밴드폭 

(bandwidth)의 음파를 사용하였다. 중규모 현상을 

성공적으로 추적하였으나 10 Hz의 밴드폭은 도착되 

는 음선을 구분하는 분해능에 있어서 충분하지 않다 

는 기술적인 문제점을 확인할 수 있었다. 자세한 실험 

의 분석결과는 한국음향학회지의 기술해설⑷을 통해 

설명된 바 있다.

RTE 83屈一미국의 연구진들에 의한 이 실험은 최 

초의 쌍방향(reciprocal) 음파전파 실험이었다. 81년 

도 실험의 문제점 보완을 위해 400 Hz룰 중심으로 보 

다 넓은 100 Hz 밴드폭 음파가 이용되었다. 대서양의 

버뮤다 서쪽해역 하나의 수직단면에서 1983년 8월과 

9월에 3주간 실시한 단순한 실험이었다. 중규모의 현 

상을 추적하는 음파전파 실험에서는 내부파 등의 보 

다 작은 소규모 현상에 의한 음선의 교란은 잡음으로 

취급되는 데 한방향 음파전파 실험에서는 신호 대 잡 

음(S/N) 비가 역계산 후 해석을 만족스럽게 받아들 

이기 어려운 4:1이 된다. 그러나 쌍방향 실험에서는 

음파전파 시간변이의 차이(A-to-B, B-to-A)를 이용 

하므로 소규모 현상에 의한 잡음은 상쇄되어 없어지 

고 중규모 현상에 해당되는 유속장의 변화를 알 수 

있게 된다. 실제 이 실험에서는 S/N 비가 40:1로 한 

방향 음전파실험의 4 :1 보다 10배 높게 나와 유속 토 

모그래피의 가능성을 입증해 주었다.

RTE 87⑹一앞서 설명한 실험들과 플로리다 해협 

의 현장실험을 통하여 제기된 문제점들을 보완한 개 

선된 기기들을 이용하여 보다 큰 규모의 실험을 북태 

평양에서 실시하였다. 1987년 5월부터 9월까지 하와 

이 북쪽에서 서로 100。km 이상 떨어진 장소에 설치 

된 세 쌍의 송,수파기가 사용되 었는 데 순압류(baro- 

toripic current)를 성공적으로 추적하였다. 여기에 

서 설치된 송신기는 1989년 2월부터 6월 사이에 실시 

된L기 4000 km 크기 해역의 해양 모니터링 실험에 다 

시 이용된 바 있다. 이 실험에서는 하와이 부근의 음 

원이 하나 추가되어 4개의 음원과 4000 km 떨어진 

태평양 동부에 계류된 9개의 수파기가 사용되었고 넓 

은 해역에서의 음향온도계(acoustic thermometer) 

가 실용 가능함을 보여 주었다.

Greenland Sea 토모그래피 실험⑻一앞서의 실험들 

이 기술적이거나 이론의 검증을 위한 것이었다면 이 

실험은 해양 현상을 관측과 이해에 목적을 두고 있다. 

Greenland의 동쪽의 해역에서 순환과 심층수 형성의 

연구를 위하여 1988년 9월부터 1989년 8월 사이에 실시 

되었다. 6쌍의 송,수파기가 5각형의 꼭지점 및 중심 

에 설치되고 50 Hz의 음파가 이용된 쌍방향 토모그 

래피 실험이었다. 자료분석의 결과들은 이제 논문으 

로 보고되고 있다.

Heard Island 실험⑼一지금까지 수행된 실험 중에 

서 가장 규모가 큰 것으로 미국, 카나다, 프랑스, 남 

아프리카, 인도, 호주, 뉴질랜드, 일본 등 여러나라가 

참여하였다. 실험의 목적은 음향실험을 통한 지구규 

모 해수온난화의 측정 가능성 연구이다. 50-60 Hz의 

아주 저주파의 음파가 이용되어 해양동물 및 환경학 

자들의 관심도 동시에 불러일으킨 이 실험은 1991년 

1월에 실시되었는데 음원은 남인도양의 Heard Island 

부근 해역에 설치되었고 수신은 미국 동서부, 인도양 

남북부 및 태평양과 대서양의 음선 통과해역에서 이 

루어졌다(그림 1). 실험의 결과 전지구적 규모의 해 

역을 통과하는 다중음선 (multipaths) 이 시간에 따라 

재현이 되지 않는 등의 새로운 문제를 접하게 되어 

아직 해결되어야 할 일이 많음을 알게 되었다.

AMODEim-넓은 해 역의 3차원 수온분포를 동시 

적으로 얻기 위한 이동선박 토모그래피(Moving Ship 

Tomography : MST)fi- 이 용한 이 실험은 1991년 6 

월과 7월에 북대서양 버뮤다 남서쪽에 푸에르토리코 

사이에서 실시되었다. 6개의 음원이 5각형의 꼭지점 

과 중심에 고정 설치되었고 그 외각을 수파기를 설치 

한 선박이 1000 km의 직 경을 갖는 원의 형태로 돌면 
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서 수신하는 실험이었다. 미국의 여러 연구기관들이 

참여하였고 성공적인 실험으로 수파기의 숫자를 대 

량으로 늘린 것과 마찬가지인 MST가 송,수파기가 

고정되어 있는 기존의 해양 토모그래피를 넘어서는 

새로운 관측기법 임을 보여주었다.

Barents Sea 실험一 1992년 8월 Barents 해의 대륙 

붕에서 실시된 이 실험은 미국의 연구소들이 참여하 

였으며 극전선(Polar fronts)의 연구가 목적이다.

THETISUU-독일, 프랑스, 그리 ＞］스 등 유럽의 

여러 연구소들이 참여하여 서부지긍해의 프랑스쪽 

해역에서 1991년 11월과 1992년 4월 사이에 실시되었 

다. 해양 현장관측이 동시에 수행되어 Greend Sea 

실험처럼 심층대류 연구에 주 목적을 두었고 실험해 

역인 Lions만의 순환도 보고자 하였다.

THETIS-2m〕一THETIS의 연장으로 1994년 1월 

부터 시작되어 현재 진행중인 실험으로 서부지중해 

전역을 대상으로 미국, 프랑스, 독일 및 일본의 연구 

진이 참가하고 있으며 1994년 10월까지 계속될 예정 

이다. THETIS의 기기를 일부 포함하여 7개의 기기 

가 설치되었으며 연구의 목적은 해역의 열용량 계절 

변화를 측정하는 데 있다. 얻어진 자료들은 인공위성 

을 통하여 실시간으로 육상의 연구소로 전송되고 있 

다. 자료를 분석한 결과는 아직 발표되지 않았다.

여기에서 설명하지 않은 실험들의 내용은 다른 참 

고문헌U2. 13］에서 볼 수 있다. 러시아에 의한 현장실 

험은 북서태평양에서 수행한 바 있고Ml 일본은 꾸준 

한 관심과 연구로 이제 THETIS-2와 같은 현장실험 

에 직접 참여하고 있으며 태평양에서 대규모 실험도 

예정하고 있다.

m. 역문제 형성

3.1 간단한 토모그래피 문제

역문제의 구성 과정의 설명을 위해 간단한 토모그 

래피 문제를 살펴보았다. 그림 2와 같이 9개의 정사 

각형 구획으로 나누어진 물체에서 점선으로 표시된 

것처럼 한쪽의 음원에서 맞은쪽의 수신기에 이르는 

음파의 도달시간을 측정하는 실험을 수행한 후 각 구 

획에서의 음속을 추정하는 문제를 가상하자. 모든 열 

과 행에서 실험을 하였다면 음의 도달시간의 식은

(2 = 1(—-- 1-- --- 1-- —)
您4 Wg

(1)

K土+土
+J-

»9
)

로 표시된다. 여기서 는 각각 첫번째 열부터 

세번째 행을 통과한 음도달 시간이고 Z은 한 구획의 

변의 길이이며 "，•는 각 구획에서의 음속이다. 주어진 

모든 식들을 정리하면

h =1

1110 0-

0 1110-

-0

.0

'1/«1'

1/^2 (2)

0 0 1 0 0- .1 l/w9

의 행렬식으로 되고 간단히

Ax = b (3)

로 나타낼 수 있다. 여기서 X는 1/紿로 구성된 미지수 

벡터, b는 為로 구성된 자료벡터 그리고 A는 계수행렬 

이다. 각 구획에서의 음속은 식 (3)을 X에 대하여 풀 

면 되는 데 식 (3)을 역모델이라고 부른다. 모든 역모 

델들은 기본적으로 식 (3)의 형태로 표시되기 때문에 

이후의 역산과정은 문제의 성질에 관계없이 동일한 경 

우가 대부분이 다.

3.2 해양음향 토모그래피

해 양음향 토모그래 피는 저주파( 약 440 Hz 이하) 의 

음에너지의 소멸이 낮은 해양에 밀도의 수직분포의 

특성으로 형성되는 도파관(sound channel) 내에서 
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는 멀리 까지 전파되고 음의 전파시간은 음속과 유속 

에 의해 변한다는 두가지 특성을 배경으로 음파전파 

의 성질 중에서 진폭이나 위상이 아닌 전달시 간을 이 

용한다. 기준이 되는 음속장으로부터 음의 전파시간 

의 변화를 측정할 수 있다면 이를 이용하여 음속변화 

의 원인이 되는 음속파 유속을 추정하는 것이다.

음의 도달시간의 변화, A7]는

AZ = f -- 7^-— Qs - [* — ds

J ri G)+ AC J rt Co
(4)

로 표시가 된다. 여기에서 G)와 AC는 각각 기준음속 

과 음속변이를 나타내고 R와 1了은 각각 기준음속장 

과 변화된 음속장에서 음선의 경로를 뜻한다. 음속변 

화의 정도가 기준음속보다 충분히 작은 경우에는 식 

⑷는

AT； ~ — f ■으g ds (5)

J ri Co

로 표시할 수가 있다. 자세한 전개과정은 2절에서 언 

급한 참고문헌에서 찾을 수 있다.

음원과 수파기 사이의 해역을 여러개의 영역으로 

나누고 1번째 음선이 지나는 j번째 구간의 길이를 肅 

로 표시 하면 적분식 (5)는

AC i — V. Ajj ACj (6)

로 쓸 수가 있다. 1와 [의 갯수는 각각 음원과 수파기 

사이의 음선 및 분할된 영역의 수에 의하여 정하여진 

다. 여러 음원과 수파기들 사이의 모든 음선에서 주 

어진 ⑹의 식을 xT=[AC1,...,ACj,...]! bT = [AT! 

….,ATi,...]을 이용하여 Ax = b의 일반적인 행렬식이 

얻어진다. 하나의 역모델이 형성된 것이다. 미지수벡 

터의 인자가 음속의 변이로 표시되어 있지만 이를 밀 

도나 수온 또는 물리적인 의미가 있는 다른 함수로 

변형 하여 나타낼 수도 있다.

해양에서 밀도장의 변화는 수온 및 염분의 확산과 

해수의 흐름에 따른다. 해류가 없는 경우라면 식 (4) 

로 표시된 음의 전달시간 변이가 음원과 수파기가 맞 

바뀌더라도 같은 값이 된다. 그러나 유속이 있으면 

두 경우의 음파전달시간 변이가 틀려진다. 이때 쌍방 

향 음파전달 실험을 하면 두 음파전달시간 변이로부 

터 음속장의 변화와 함께 유속의 추정이 가능하다. 

쌍방향 음파전달시 간 변이 의 평균값과 차이값은 각 

각 음속장 변화와 유속의 함수로 나타나기 때문이다.

이상 역문제 구성과정을 요약하여 설명하였지만 

해양음향 토모그래피에서 유의하여야 할 가장 중요 

한 점의 하나는 기준이 되는 음속장의 계산을 위한 

밀도장의 분포를 알아야 한다는 것이다. 따라서 실제 

해역에 적용하기 위해서는 밀도장을 산출할 수 있는 

현장관측 자료의 축적이 전제가 된다. 임의로 설정한 

가상적인 밀도장을 이용하는 경우 행렬 A에 포함된 

오류 때문에 구해진 해의 해석이 무의미하게 된다.

IV. 역산의 고卜정

역산을 위한 모델이 식 (3)으로 정리가 된 후의 계 

산과정은 대체로 수학적인 일이 된다. 원래의 물리적 

인 의미 등은 계산 자체에서는 고려의 대상이 되지 

않고 숫자들만 주어지는 것이다. 그러나 실제 계산을 

수행하기 전에 검토가 필요한 사항들이 있다. 본절에 

서는 이러한 기본 검토사항들과 계산에서 실질적으 

로 많이 부딪히는 과정을 설명하고자 한다.

4.1 overdetermined 및 underdetermined 체계

식 (3)에서 구하고자 하는 변수들의 갯수는 한 시 

스템에서 제공되는 식의 수는 일반적으로 일치하지 

가 않는다. 즉, 미지수의 수가 식의 수보다 많거나 적 

은데 이를 각각 overdetermined 및 underdetermined 

체계라 부른다. N쌍의 송,수파기를 설치하면 기기들 

사이에 N(N —1)/2개의 전달경로가 있게 된다. 여기 

에 한 전달경로에 10개의 다중음선이 있으면 총 

5N(N-1)개의 음선경로를 생각할 수 있다. 6쌍의 기기 

가 설치되면 150개의 식이 만들어진다. 이때 음의 통 

과해역을 150개보다 적게 구분하면 overdetermined 

체계가 되고 많이 하면 underdetermined 체계가 되 

는 것이다. 이러한 경우에는 미지수의 해가 유일하지 

가 않게 된다. 전자의 경우에는 구해진 해가 모든 식 

을 동시에 만족할 수 없고 후자의 경우에는 모든 식 

을 만족하는 해가 무한히 많기 때문이다. 따라서 역 

산 후에 하나의 해를 선택하기 위한 판단의 근거가 

필요하게 된다.

Overdetermined 체계에서는 계산 전에 제공된 자 

료, 식 ⑶ 의 b값과 구해 진 해 X 를 이 용하여 예측한 
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자료의 값이 차이(b-点)가 최소가 되는 조건을 만 

족하게 될 때 역산해로 받아 들인다. 이때 자료의 수 

는 주어진 식의 수와 같으므로 이상치의 대표값을 산 

출해야 되는데 이를 구하는 방법 에 따라 실제 계산과 

정이 달라지게 된다. 가장 많이 쓰이는 것은 각 자료 

의 차이의 제곱값의 합을 이상치로 판단하는 방법이 

다. 즉, ||b-Ax %이 최소가 되는 ［를 해로 받아들이 

는 것이다. 여기서 11却2는 L2 norm을 뜻한다. 이 방 

법은 흔히 접하는 것으로 최소자승법이라 하며 대표 

적 인 응용은 회 귀 분석 (regression analysisX 들 수 

있다.

역산을 수행하는 과정은 여러 방법이 있다. 구체적 

인 설명은 많은 참고문헌에서U 15-16'171 찾을 수 있으 

므로 과정은 생략한다. 통계학에서 오래전부터 쓰여 

왔던 방법에서는 해가

x =(ATA)-1ATb (7)

로 표시되는데 Moore-Penrose해라고 부르기도 한 

다. 실질적인 계산에서는 보다 유용한 Singular Vaule 

Decomposition(SVD)> 이용한 방법을 쓴다. 이는 

식 ⑶의 A 를

A = UAVt (8)

처름 세개의 행렬 곱으로 표시되는 행렬이론U기을 이 

용하여 계산하는 방법이다. 여기서 A는 A의 고유치 

로 구성된 diagonal 행렬이며 U와 V는 고유벡터이 

다. 해는

X = V A-1 UT b (9)

로 표시되며 식 (7)과 똑같은 값을 얻게 된다. 이밖에 

도 Q-R Decomposition, Conjugate Gradient 등의 

많은 방법이 있는 데 문제의 성격, 크기 또는 계산속 

도 등의 외적 요건을 고려하여 연구자의 판단에 따라 

선택하게 된다. 다만 SVD방법이 계산과정의 많은 정 

보를 보다 정확하게 제공해 주기 때문에 가장 널리 

쓰이고 있다.

Underdetermined 체계일 때는 해를 선택하는 판 

단의 근거가 보다 강제적이고 이해하기가 쉽지가 않 

다. 소위 'minimum length solution'을 해로 받아들 

이는 것이 일반적이다. 이는 구해진 모든 해들의 합 

이 최소가 되는 경우를 말하는데 이러한 조건이 물리 

적 의미와 맞는 경우에는 자연스럽지만 그렇지 못한 

경우에는 논란의 대상이 되기도 한다. 해는

x = AT(AAT)-1b (10)

이며 SVD 해는 식 ⑼와 같은 모양이다.

Underdetermined 체계에서는 해의 해석상 난점 

등이 있기 때문에 역문제를 만들 때 overdetermined 

체계가 되도록 노력을 하는 경우가 많다. 이를 위해 

서는 두가지의 접근이 있는데 식의 수를 늘리거나 

(예, 송,수파기의 배열을 많이 함) 적당한 가정을 이 

용하여 미 지수의 수를 줄이는 방법 이다. 후자를 위해 

서는 해양의 물리적 과정을 정확히 이해하는 것이 필 

수적이다.

4.2 열 및 행의 변환

역산의 과정은 오직 숫자만을 이용한다. 그렇다면 

식 (6)에서 시간의 단위가 초 또는 분, 음속의 단위가 

cm/sec 또는 ft/sec 등의 다른 단위를 이용하는 경우 

를 보자. 단위가 다르더라도 식 (6)의 물리적인 의미 

가 변하지 않지만 역산의 결과는 단순하지가 않게 된 

다. 역산의 과정에 중요한 행렬 A의 인자들 값이 바 

꾸면 해가 다를 수 있고 A의 인자들이 크기가 아주 

다른 값들로 구성이 되어 있다면 역해의 정확도가 낮 

아짐을 경험적으로 알 수 있다. 따라서 계산하기 전 

에 이러한 불필요한 어려움을 줄여야 할 필요가 생긴 

다. 한편, 역모델을 구성하는 식들의 신빙도가 다르 

다면 신빙도가 높은 식이 역산해에 더 많은 영향을 

주도록 하는 것이 타당하다. 이러한 과정의 처리를 

위하여 행렬 A의 정상화(normalizing)를 거쳐야 하 

며 A의 행과 열의 변환을 통해 이루어진다.

Overdetermined 체계인 경우를 설명하기로 한다. 

열의 변환은 두가지의 목적을 지닌다 : 하나는 설정된 

모델에서 부적절히 내재되어 있는 성질을 제거하는 

것이고 다른 하나는 신빙도가 높은 식에 무게를 더 

주는 것이다. 모든 식들이 독립적이라고 하면 열변환 

행 렬은 nonsingular diagonal 행렬 W로 표시 할 수 있 

다.、N를 식'3) 의 좌우변에 각각 곱하면 WAx=Wb가 

되고 WA =A 및 Wb =：로 정의하면 식 (3)은 Ax = A 

가 된다. 문제는 llb-Axl|2 최소화 하는 대신花一2对2 

최소화로 바뀌게 된 것이다. 역산해는
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X =(ATWTWA)^'ATWTWb (11)

가 된다. 이 식에서 W = I(identity 행렬)이 아닌 경 

우 열의 변환에 의하여 해가 달라짐을 알 수 있다.

여기서 실질적으로 매우 어려운 과정은 변환행렬 

W를 결정하는 일반적인 방법이 없다는 점이다. 대체 

로 통계적인 방법의 접근을 통하여 결정하는 경우가 

많다. 즉, 예측자료의 이상치로부터 예상할 수 있는 

오류가 영의 평균값과 일정한 분산치를 갖는 통계적 

인 정상분포를 따르도록 W를 조정하는 방법을 이용 

한다. 그러나 문제와 자료의 성질에 따라 적용법이 

달라지므로 연구자가 결정해야 될 사항이다.

행의 변환은 미지수의 단위를 조정하는 역할을 가 

진다. 최소자승의 문제에서 행변환행렬 S를 식 (3)에 

ASS-'x = b의 형태가 되도록 곱하고 AS =A' 및 S-'x 

= x'로 치환하면 모델은 A'x' = b로 표시가 된다. 이 

때 Ilb-A'xlb이 최소가 되도록 문제를 풀고 구해진 

해를 역으로 행변환하여 최종해를 계산하면

xs = Sx, = S(ATA)-1ATb = S(STA，TA/S)-1STA，Tb

(12)

가 된다. 여기에서 S(STS)-'ST = I이므로 행의 변환 

에 의해서는 역산해의 변화가 없음을 알 수 있다.

Underdetermined 체계인 경우는 위의 설명과 대 

칭성을 보여 열의 변환에 의하여는 역해의 변화가 없 

고 행의 변환은 해에 영향을 미치게 된다.

4.3 ill-conditioned 문제

실제 문제에 있어서 over determined 체계로 모델 

을 구성하였다 하더라도 A 행렬의 특성으로 계산된 

해가 자료 b의 변화에 대하여 민감도가 높아 불안정 

한 경우에는 얻어진 해를 해석하는데 주의를 해야 된 

다. 이러한 경우를 Ill-conditioned 문제라고 부르는 

데 이의 설명을 위하여 sve를 이용한 해를 보기로 

히•자. 식 (9)에 나타난 해에서 고유치 행렬의 인자들 

은 분모에 들어가게 되는데 만일 극히 작은 값을 갖 

는 고유치가 있다면 이는 해에 대하여 자료 b에 포함 

된 관측오류의 효과를 증폭시키는 역할을 하게 되는 

것이다. 이러한 경우의 검토는 소위 고유치의 최고값 

과 최소값의 비로 정의된 조건수(condition number) 

로 알수 있는데 이 점이 SVD 이용하는 이유의 하나 

다. Ill-conditioned 문제가 생기는 경우는 대체로 모 

델에서 이용한 식이 실제 현상을 제대로 표현하지 못 

하였거나, 모델을 구성하는 식들 사이에 의존성이 너 

무 크거나, 또는 행렬 A를 구성하는 자료들에 많은 

오류가 포함되어 있을 경우가 일반적이다. 이러한 경 

우 계산상의 처리의 방향은 SVD 해를 구하는 과정에 

서 극히 작은 고유치가 해에 미치는 영향이 줄어들게 

하는 것이다. 즉, 어떤 기준값보다 작은 고유치를 계 

산에 사용하지 않거나 고유치를 큰 값으로 변형시킨 

후 이용한다(그림 3). 흔히 damped 또는 truncated 

최소자승법, ridge regression 등으로 알려져 있는 데 

고유치를 다루는 기준은 아직도 명확히 풀려 있지 않 

은분야이다.

그림 3. Ill-conditoned 분제에서 고유치를 조절하는 예. 가 

로와 세로축은 각각 고유치의 번호와 log 값을 나 

타낸다. 1로 표시된 곡선은 처음 계산에 사용된 고 

유치이다. 2로 나타낸 것처럼 작은 고유치에 적당 

한 값을 더한 후 사용하거나 어느값 이하의 고유 

치는 버리고(예, a 이하) 계산을 한다.

4.4 최소자승법에 대한 부언

토모그래피를 포함한 많은 역문제에 잘 언급이 되 

지 않은 부분이 행렬 A의 인자의 값이 오류를 포함하 

고 있는 경우의 문제다. 해양음향 토모그래피의 문제 

에서는 행렬 A의 인자들이 기준음속장의 분포로부터 

얻어진다. 기준 음속장은 어떠한 형태로든지 밀도 분 

포(예, 평균 분포)로 부터 계산이 될 것이고 따라서 

수온 및 염분의 관측오류가 포함되어 있는 것이다. 

최소자승법을 이용한 이상치최소화 방법에서는 자료 

벡터 b에만 오류가 있고 행렬 A에는 오류가 전혀 없 

는 경우를 가정한 것이므로 역해를 구하는데 이미 정 

확성이 떨어진다. A와 b 모두 오류가 포함되 어 있는 

경우의 문제는 과거에는 미지수가 극히 적은 경우에 
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만 통계적인 접근방법으로 해를 구하는 방법이 개발 

되어 왔지만 최근에는 보다 수학적 접근방법이 연구 

되어 total least squares 방법西〕으로 (그림 4) 해결 

의 접근이 가능하게 되었다. 본 해설에서는 이 분야 

의 구체적인 설명은 하지 않는다.

그림 4. Total least squares(TLS) 방법. 자료 (a, b)들로 

부터 a와 b 사이의 1차식을 구하는 간단한 역문제 

에서 실선으로 나타낸 선분이 해를 나타낸다고 하 

자. TLS 해는 자료좌표(a, b)와 실선 사이의 연직 

길이 (굵은 점선) 제곱의 합이 최소가 되는 조건 

을 만족하고 최소자승법에 의한 해는 b축에 평행 

한 이상치(가는 점선) 제곱의 합이 최소가 되는 

조건을 만족한다.

V. 결 론

해양음향 토모그래피는 초창기의 기술적인 접근을 

벗어나 실제 해양의 물리적과정을 이해하기 위한 연 

구가 되고 있으며 실험의 규모도 중규모 현상에서 대 

양 또는 전지구적 크기로 다양화되어 있다. 해양을 

모니터링하고자 하는 기술의 일환으로 인공위성이 

주로 해수면 현상의 변화를 관측하는 것이라면 해양 

음향 토모그래피는 해 양내부를 관측하는 원격 탐사의 

기능을 가지고 있다. 국내에서도 이에 대한 관심이 

높아지고 있고 동해를 대상으로 하는 가상적인 토모 

그래피 연구가 국내외에서 진행중이다〔MM]. 그러나 

실제 해양실험을 하기 위해서는 다방면에서 실질적 

인 연구가 필요하리라 본다. 공학 및 음향학적인 기 

술적 접근과 해역을 설정하고 결과를 해석하는 해양 

학적 접근 그리고 계산과정에 대한 수학적 접근 등이 

고루 수행되어야 할 것이다.

역문제는 그 용어가 점점 포괄적으로 쓰여지고 응 

용영역이 넓어지고 있다. 해양음향 토모그래피도 수 

중음향, 저질음향 등 매질의 종류에 따라 대상이 확 

대되고 있고 비선형 역문제와 적분식을 그대로 이용 

하는 문제 등 여러가지 변형된 형태의 문제들이 있 

다. 본 해설에서는 실제 해양실험을 통한 연구동향과 

역문제의 구성 및 선형 역문제의 역산과정에 대한 설 

명을 하였다. 본 해설과 이전의 논문⑴에서 설명하지 

않은 수학적 과정은 추후 인공위성 자료의 이용 및 

자료접합(data assimilation) 편에서 기술할 예정이다.
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