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행혈대수사이의양션형사장

o. 머릿발

계 송 혁

작용소 대수애는 그 안애 대수쩍인 구조훌 벼풋하여 *-연산구초， 거리구조， 순서

구조 둥 여러가지 구조들이 내재되어 었고 이러한 구조률이 서로 복합척으로 작용

하고 있는대， 작용소 대수률 연구하는대 그 순서구조률 파악하는 것옴 무엇보다도

중요하다. 실째로 작용소 대수가 폰격척으로 연구되기 시작한 이래， 그 대수 및 쌍

대 꽁간의 순서구조외 얼반론율 이용하여 표현이론이 완성되었다. 그러나， 재개외

작용소대수애 대한 순서구조외 파악옴 아직 요현한 설청이며， 가장 깐단한 작용소

대수의 예인 행렬대수애 대하여서도 알려진 것이 별로 없는 형현이다.

이째， 복소수채 위의 nxn 행렬 천채의 C*-대수훌 Mn 이라 하고， Mn 애서

Mn 으로 가는 양의 션형사상 천채의 집합율 P(Mn ) 이라 하자. 본 논문얘서는，

n 이 아주 작옹 수얼 때 P(Mn ) 의 구초 및 예애 대하여 현재까지 알려진 것툴울

정리하고 새로운 연구 방향을 모잭하고자 한다.

우션， 1철과 2쩔얘서 P(Mn ) 의 구조훌 공부하는대 유용한 몇 가지 재념 ， k- 양

사상， k- 썽대양사장， 완전양사상， 완천짱대양사상， 분해가능 사장 풍올 논의하였는

대， 일반척인 C*-대수얘서도 정의되는 개념률이지만 여기서는 가능한 한 행렬대수

의 경우에 국한하여 소개하였다.3철애서는， 이 논문외 주채와 밀첩한 판련율 갖는

몇 가지 행렬 부등식울소개하였는대，특히， 2- 양사상과쉬바르즈부퉁식과의 관계，

분혜가능 양사장과 캐디슨 부등식과외 관껴훌 중심으로 서술하였다.

행렬대수사이의 양사상을연구하는대，가장심각한얘로검옹의미었는예가알려

진 것이 벌로 없다는 사실이다. 물론， n=2 일 때논 St~rmer [St63] 가 P(M2 )

의 모든 극단척인 얘를 찾아 놓았으므로 운채윌 것이 없지만， n = 3 인경우만 해
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도， 항장 주어진 션형사상이 양인가하는 것부터 그리 간단하지가않다.4철에서는，

1철과 2철얘셔 다푼 션형사장옳n=3 인 경우에 확장하여 많용 예률 검토하였다.

5철에서는특허 청사영에 대하여 생립하논톡욕한 생질롤윷알아 보고， π =4

인 청우에 청의되는륙별한청사영외 예훌 장펴 보았다. 이 예률 이용하여 6철에서

논 n=4 안 경우에 알려져 었논 활혜가놓하지 앓응 예틀옳 채검토하고，마지막으

로 7철에서는 앞에서 논의한 예률의 웰반화에 대하여 알아 보고， 몇 가지 푼쩨틀율

쩨시합으로서 컬폴울대신하였다.

이러한내용애 판하여 기왕에 발표원요약논운으로는[Cb82] , [St73] , [St87] ,

[To87] 풍윷 톨 수 었다.

1. k-양사장확 k-쩡대양사장

행혈대수Mn 위외 kxk 행렬 천체의 접합울 λ([k(Mn ) 이라 두자. 션형사상

</J: Mn • Mn 얘 대하여 Mk(Mn) 에서 Mk(Mn) 으로 가논 새로운 션형사장

따과땀폴각각

</Jk([Ai;]L=l) = [</J(Aij )]L=l , </Jk([Aij]L=l) = [</J(Aji )]L=l

으로 갱외한다. 따 와 4> k 가 각각 양사장이면 ￠ 률 각각 k-양사장， k황대양사

장이라 쭈르고， 엄외의 자연수 k 에 대하여 ￠ 가 k- 양사장이면 ￠ 률 완천양사장

이라 부픈다. 완견짱대양사장도 마찬가지로 쟁의하고， k-양사장과 k-쌓대양사

장 전체와 집합올 각각 Pk(Mπ )，1'k(Mn ) 으로 표시한다. 그러면， 당연히

P(Mn) = 1'l(Mn) 극 P2(Mn) ;2 2 Pn(Mn),
P(Mn) = pl(~π) 깅 p 2(Mn) 깅 극 1'n(Mn)

꾀
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、

가생협훤다.

현재까지， P(Mn) 의 구조롤 연구하논 운째의 핵심옹， 염의의 양사장이 위애 얼

거한 것폴 충 얼마나 작용 집합에 숙하는 양사장의 합으로 표시훨 수 었는가 하는

것이다. 우션， 임의의 n- 양사장은 완전양사장이 되며， 이러한 것졸온 다융과 갈이

모두찾아낼수었다.
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청리 1 ([Ch75벼). 선형사상 4>: Mn • Mn 애 대학어 다용 녀l 조건틀은

훌쳐이다.

(1) 4> 가 완전양사갈에|다.

(2) 4> 가 n-양사상이다.

(3) 쩍당한 nxn 행훌 낀 애 대하어 4>(X) =εi 낀;*Xl/i 으로 표시띈다.

(4) n2 x n 2 행헐 [4>(Eij)h$i ,j$n 가 양의 행혈이다.

여기서 물픈 {Eij:i , j=1 , 2, •.. , n} 는 'tJ- 자리가 1 인 nxn행혈옳 나타댄

다. 정리외 (3) 항에 나요는 형태로 청의되는 션형사장용 옐반척인 작용소 이롤에

서도 매우 중요한 역할옳 하논데， 이에 판한 내용과 위 정리의 확장운 [Ma89] 훌
참죠할 수 었다. 청리의 (4) 향과 유사한 결과는 [PH81] 애도 추어져 있다.

위 챙리에 의하면， 주어진 션형사상이 Pn(Mn) 의 원소가 되는지 판별하기환 쉬

운 얼이며， 완천쌓대양사상얘 대하여도 유사한 컬과가 정립한다. 따라서， 엄의외 양

사상이 완천양사장과 완천짱대양사장의 합￡로 표시훨 수 었는가 하는 의운이 희망

사항으로 쩨기되는떼 ， n=2 일 빼애 성립합이 찰 알려져 었다 [8t63 , Wo76b].

이렇게 표시될 수 었는 양사장율훌해가능한 양사장이라부르논대， 얼반척으로

n=3 이상얼 빼는 정립하지 앓으며 다융 철애셔 다시 논의하기로한다.

이째， (1.1) 에서 부풍호가 생렵하는지 살펴보자. 가장 간단한 예로는 천치사장

율 생각합 수 었다. M2 에서 청의훤 천치사장융 T 라 하면

、
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인대 요폰쭉 행렬의 가운대 (2 x 2)- 부훌행렬옳 훌여다 보면，7"2 가 양사장이 아님

울 금방 알 수 었다. 이 사장의 보다 다양한 정철은 [To83] 올 참조할 수 었다. 이

쩨 Choi [Ch72] 외 얘률 살펴보자.4>: M n • M n 를

(1.2) 에X) = (n -1)(traceX)In - X , X E Mn
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라 청외하면 4J E Pn- 1(Mn) \ Pn(Mn) 이다. 이 얘는 X 외 대각현소풀율 척절

히 조작하고， 나머지 현소률애 옴부호훌 불혀서 얻용 것인대， 4철과 7철얘셔 이러한

방법으로 얻용 다폰 예톨얘 대하여 보다 자세히 살펴보기로 한다.

2. 훈혜가능한양사장

이째， 논의대상울좁 넓혀서 업외의 C*-대수 사이의 양사장애 대하여 장시 살펴

보기로 하자. 힐버트 꽁간 H 가 었옳 때 ，1i 얘서 H 로 가는 유계션형사상 천체외

C*- 대수풀 B(1i) 로 나타내자. 다융 정라는 완전양사상이 어느 의미에서 *-훈동

형과 거의 유사하다는것옳 보여주고 었다.

청리 2 ([8s55]). 4J 가 C*-대수 A 애서 B(1i) 로 가는 션형사상얼 때， 다음

은동치이다.

(1) 4J 는 완전양사상이 다. 축， 임의의 자언수 n = 1, 2, ... 얘 대하어， [aij] E

Mn(A)+ 이언 [4J(aij)] E Miπ(B(1-l»+ 이다.

(2) 적당한 힐버트 공간 κ， 유계선형사상V: κ • 1i, *-준동형 p: A •

B(κ) 얘 대하어， 4J(X) = V* p(X)V 이다.

C*- 대수외 순서구조훌 논하는대 자기수반현소외 쩨곱옳 보흔하는 사상이 빽심

척인 역활옳 하는대， 이러한 사장옳요르단 출동형 이라 한다. 요르단 출동형얘

대하여는 수많옹 문헌이 었으나 ([HS84] , [8t73] 창조) 여기서는행혈대수와판

채되는 것만 살펴보기로하자. 우션， Jacobson 과 Rickark [JR5이 논 행렬대수

사이애서 정의현 요르단 준동형윤 출동형과 반(a끄ti)‘출통형외 합으로 표시휩옳 보

였다. 이로부터 여러단채의 논의률 거쳐서 다옴의 정리가 얻어쳤다.

청라 3 ([Ki8이， [8t82b]). 4J 가 C*- 대수 A 때서 B(1-l) 로 가는 선형사상
잃 때， 다옴 새 조건를 동치이다.

(1) 4J 가 분해가농하다. 즉，4J 논 완전양사상과 완전쌍대양사상의 합으로 표

시된다.

(2) 적당한 힐버트 공간 κ， 유계선형사상 V: κ • 'H, 요르단 준동형 p:

A • B(κ) 때 대하어， 4J(X) = V* p(X)V 이다.
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(3) 임의의 자언수 n = 1, 2, .•. 얘 대하어， [aijj , [ajiJ E Mn(A)+ 이연

[4>(aij)J E M n (8(1i»+ 이다.

앞 쩔얘서 언급한바와 갑이 n=2 이면 임의의 양사장용환혜가능이다. 업의외

양사장이 훈혜가능한가하는 분째는 양의 쌓이차식이 완천째홉의 합으로표시훨 수

었는가하는 훈째와강용 환련이 었다 [Ch75b]. 이는 포한 양의 사차식이， 이차식

외 완천재홉의 합으로표시훨 수 었논가하는 운째의 욕벌한 경우인대， 힐버트의 얼

얼곱번째 푼쩨와도판련휠다 [CL77, P f76j.

이제 ， nx n 철계수 대청행렬 천체의 순서접합옳 Sn 이라 하자. 만얼 φ 가 Sn

에서 Sn 으로. 가는 양의 션형사상이라면， 다융씩

(X, y) !t ytφ(XXt)y， (X, Y) ERn x Rn

에 의하여 질채수 쌓이차식 F 가 얻어진다. 역으로， 짱이차식 F 가 추에지면，

변수 X 논 이차적 y..!죠+ F(X , Y) 율 결청하논데 이훌 Sn 의 원소로 보면，

xxt •• qX 논 Sn 사이외 션형사상율 청외한다. 예률 들어서， 썽이차식

B(X,Y) = xi 펴 + z3 꿇 + x3꿇 - 2(XI X2Yl ν2 + X2X3ν2Y3 + X3 Xl ν3Yl)

+2(xi꿇 + zg꿇 + xi값)， x = (Xl , X2 , X3) , Y = (νI， Y2 ， ν3)

옴 M3 사이의 션형사장

(2.1)
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얘 대용펀다. 한편， F 가 다플 이차식의 재곱으로 표시되면 이얘 대용되는 션형사

장 ￠ 가 쩍당한 실째수행렬 V 얘 대하여

4>(A) = Vt AV, AEMn
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의 형태로 표시휩울쉽게 알 수 었다. Choi [Ch75b] 는 위외 썽이차식 B 가 양

엄애도 불구하고 완천쩨홉의 합으로 표시휠 수 없옴옳 보입으로써 ， n=3 얼 예 훌

혜가능하지 않올 양션형사장의 예롤 률었다.

한편， Woronowicz [Wo76a] 논 간첩객안 방법으로M2 에서 M4 로 가는 훈

혜가능하지 않운 양션형사장외 얘가 었옵율 보였는대， 후에 Tang [Ta86] 이 구체

객안 예률 찾아내었다. 이 예논 5철에서 다시 장펴 보기로 한다.

3. 후풍씩

이 철에서는지금까지 찰펴 혼 푼제률과밀접한판련율 갖고 었는 두 가지 푸용

식 , Schwarz 와 Ka버son 의 부등씩옳 다루기로 한다. Davis [Da57] 논 C*-대

수 사이의 완전 양사장 ￠ 에 대하여 쉬바르쪼부풍삭 </>(A)*</>(A) ~ </>(A*A) 이
정립합율보였논대，후에Choi [Ch74] 는 입의의 2- 양사장에 대하여도이 부동식

옳 충명하였다. 이 부등식옹물른 단위현올 보존하는 사장에 대한 것언데， 단위현

옳 보존하지 않논 사장에 대하에는다융파 칼은 컬파가 었다. 우션， Choi [Ch80]

는 2-양사상과 통치가 되는 여러가지 부동식옳 찾아내었는대， 이의 특수한 경우로

서 </>(1) 가 가역언 경우， 입외의 2-양사장에 대하여

(3.1) </>(A)*</>(I)-l</>(A) ~ </>(A*A)

가 생립합율 알 수 었다. 한편， Gardner [Ga79] 는 철대캅옳보종하논션형사장

옳 연구하는과청에서 ￠ 가 2-양사장이면

(3.2) </>(A)*</>(A) < II</>II</>(A*A)

가 정렵합율보였다. 청의역이 단위현옳갖고 </>(1) 가 가역언 경우 (3.1) 과 (3.2)
가동치임용쉽재 알 수 었으며， 이 때， </> 롤쉬바르즈사장이라푸혼다. ([Pa74]

참조)

한현， Kadison [Ka52] 옹 A 가자기수반이고 11</>11 ~ 1 이면 </>(A2) 즈 </>(A)2
임옳 보였다. 후애， Woronowicz [Wo76b] 는 ￠ 가 2-양사장과 2-썽대양사장의
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합이연 Kadison 외 부퉁식보다얼반척인 다용의 관계

(3.3)

C 즈 B*B, G ~ BB* =추 4>(G) 즈 4>(B)* 4>(B) , 4>(G) 즈 4>(B)4>(B)*

가 생립합옳보였다. 또한， M3 에서 쟁의훤 단위현율 보존하는 사장 역시 마찬가지

엄율 보였는대， 충명옳 톨여다 보면 다융의 환7홉

(AB) (A B*)~ 0, (_ ~) ~ 0
B* G} - ,

\ B G}-

각
(

￠(A) 뼈L o (￠(A) 삐)~
4>(B*) 4>(G»)

~~，

\ 4>(B) 4>(G)) '-

가，4> 의 쟁의역이 M3 얼 때 정립합율 보였는대， 이와 판련하여 Ando [An79]

는 행렬대수사이얘 정의펀 임의외 양사장애 대하여

(; ~) ~ 0, B ~ 0 ~ (φ(A) 뼈1
) ~ 0, B ~ 0

B G)
~~， ~ ~~ •

\4>(B) 4>(G))
~

이 정립합옳보인 바 었다.

Choi [Ch80] 는 BC=CB 이면 염의의 양사상얘 대하여 (3.3) 이 정립합율

보였다. Woronowicz 는， 단위원율 보폰하는 업의의 양사상 ￠ 얘 대하여 (3.3) 이

성립하지 않울까하는 의문을채기하였는대，후애 Kirchberg [Ki80] 애 외하여 그

렇지 않옴이 간첩척으로밝혀졌다. 그는 중명과정애서， 양션형사상 4>: A • B 과

양외 가역원소 AEA 얘 대하여， 새로운사상

4>A(X) = 4>(A2 )-t 4>(AXA)4>(A2 )- 융 ， XEA.

옳 청의하였는대，단위현옳보흔하는 양사장 4> :A • M2 가 훈혜가능할 필요충

훈초건이， 임의의 A 즈 1 애 대하여 4>A 7} 부풍식 (3.3) 옳 만혹혜야 한다는 것옳

보였다. 구채척인 반해는 앞 절얘서 언급한 Tang 의 논문애 주어져 었다.

후애， Robertson [RoS3e] 는 단위훨울보존하는 션형사상이 n- 양사상얼 펼

요총분조건윤，암의의 양가역 윈소 A 얘 대하여 ( 4>A)n 이 쉬바르즈 사장입옳 보였

다.
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4. 3차훨 행혈대수사이외 양션행사장

이 철에서논 n=3 일 때의 경우에 환하여 논확예 보자. 이며， (1.2) 와 (2.1) 에
서 특별한성질율 갖는 양사장의 예폴 찰펴 보았다. Choi 와 Lam [CL77, Ch80]

옴 2철에서 쌀1폐 본 썽이차식의예훌 보다 발천시커 혜우 극단척인예훌 만풀었는데

이에 대용되는션형사상용

12all + aa22 0 。 、

(4.1) [ajk] •• I 0 2a22 + aa33 0 I - [aj/.]
\ 0 0 2a33 + aall J

로 청의펀다. 만일 a 즈 1 이면 이 사장옴 훌혜가능하지 앓을 양사장이며， 륙

혀 a=1 이면 이 사장윤 극단쩍이다. 여기서 양사장 ￠ 가 극단쩍이라 합용，

<p = al 4>1 + a2 <P2 (<Pi 는 양사장， al + a2 = 1, ai 즈 0) 이면 <p = 4>1 = 4>2 입

율 말한다. 후에， Tomiyama [TT88] 는 짱이차식외 이론율벌지 않고 위의 사상

(a = 1 일 때) 이 2-양사장과 2-짱대양사장외 합으로 나타낼 수 없융율 보이고，

이러한 사장옳 단자사장이라 볼렀다.

지금까지 살펴 본 여러가지 개념률의 차이첨옳 보다 촬명혀 하기 위하여 다옴파

갑옴 션형사장외 예를 생각혜 보기로 하짜 [CKL]. 옴이 아닌 질수 a, b, c 에 대하

여 ， M3 사이외 션형사상 φ[a， b, c] 롤

φ[a ， b,이(x) =

( ax1l + bZ22 + CX33 O
o aX22 + bX33 + CXll

o 0

z

‘
、
‘
-
-
-
-
-
-
-
-
/

‘‘,‘
찮

+

0

0

’
떼

+
앓따

로 청외하자. φ[2， 2， 2] 가 바로 (1.2) 이며， φ[2， 0， 2] 와 φ[2 ， 0， a] 는 각각 (2.1)

과 (4.1) 의 경우에 혜당띈다.

챙려 4.

(1) φ[a， b, 이 가 양사상일 필요충분조건은

a 즈 1, a+ b+c 즈 3, 1 ~ a ~ 2 =추 be 즈 (2-a)2.
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(2) φ[a， b, c] 가 완전양사상일 필요충분조건은 a ~ 3.

(3) φ[a， b, c] 가 분해가놓할 필요충분조건롤

Q 즈 1, 1 $ a $ 3 • 쉰 (헬)2
(4) φ[a， b， 이 가 2-양사상일 필요충분조건온 a~3 이거나

2 $ a < 3, be = (3 - a)(b + c) > o.

163

뀌의 청리로부터， cI-[a , b, c] 가 2- 양사상이면자통책으로불혜가농하다는사젤올

알 수 었다. 한편， 보다 풍푸한 단자사장의 예률 만률기 위하여 다융화 갑은 얘도 생

각하였다. 역시， 옴이 아닌 생수 a, C1 , C2 , C3 에 대하여， 션형사장 era; C1 , C2 , C3]

률

I aX l1 +CIX33 0 。 、

era; Cl, C2 ,C3](X) = I 0 aX22 + C2 X l1 0 I - x

\ 0 0 aX33 + Ca X 22 I
로 쟁의하면 [Ky] , e[a;c, c, c] = φ[a ， O ， c] 이고 다옴 컬과률 얻는다.

청리 5.

(1) era; C1 , C2 , Ca] 가 양사상일 필요충분조건은

a ~ 2, C1C2C3 ~ (3 - a)3.

(2) 2 $ a< 3, C1C2C3 즈 (3 - a)3 이먼 era; C1 , C2 , Ca] 온 단자사상이다.

만일 a>2 이거나 C1C2Ca > (3 - a)3 이면 era; C1 , C2 , C3] 가 극단척이 아

념옳 쉽재 알 수 었다. 최근 Os빼a [Os5] 논 Choi 와 Lam 의 방법 [CL77] 율

이용하여， a = 2 이고 C1C2C3 = 1 옐 때 e[2; Cl, C2 , ca] 가 극단척엄옳 보였다.

여기셔 다훈 예률흔 모두 대각현소률율 척철히 조작합으로써 얻옴 것톨언데， 대

각현소는 그대로 두고 나머지 현소률올 조작함으로써 얻융 수 었는 예률옳 쟁각하

면， [St63] 얘서 다푼 n=2 일 때외 결과와 같이 다양한 극단척언 양사장의 예롤

얻옳 수 었으리라 여겨진다. 1철애서 언급한 천치사상옹물론 이러한 예의 특수한

경우이다.
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5. 행혈대수사이의 청사영

지금까지 살펴 본 바와 갈이 π =3 인 경우얘도P(Mn ) 외 구조훌 구체척으로

완전히 파악하는 것은 아혀도 요원한 실정이다. 그러나， 몇몇 톡별한 경우애는 그

성질이 비교척 찰 앓려져 었다. c얘률 톨어서 질채 용용에서 나타나논 많옴 양사장이

트돼야스 정질 φ(AB) = φ(BA) 률 만혹하는대 이러한 생컬옳 만촉하는 양사장

용 자동척으로 완천양사장이 원다 [CT83]. 다옴으로많이 풍장하는것이 청사영

언대， 이 철애서는륙히 행렬대수사이얘 쟁의원 양의 청사영을다루고자한다.

C*-대수 사이의 양의 청사영외 여러가지 정철용 그 치역의 요르단 대수척 구조

와 벌첩한 판계가 었다. 보다 구채척으로， Effros 와 Stfljrmer [EST외 는 P 가

C*- 대수 A 얘서 청외현， 단위현윷 보흔하는 양의 청사영얼 때， N = {η E A:

P(n2
) = O} 이라 두연 ， P(Asa‘

)+N 옹 요르단곱

aob= ￡(ab+ba)

얘 대하여 닫혀 었옵올보였는대，이 경우 Kadison외 부풍식이충요한역활율한다.

이와 캅이 8(rt)sa 의 부훈공간이 요르단 곱에 대하여 닫혀 었율 예， 이훌 JC-대

수 라 한다. 모틀 JC-대수가 청사영의 치역이 되는 것온 아니다 [Ro86b]. 이채，

정사영이 릎혜가능한가하는 문째는다옵과 갈이 정리될 수 었다.

청리 6 ([St80, Ro85]). P : A • A 가 단위원을 보흔하는 정사엉이고

P(Asa ) 가 JC-대수라언 다옴용 동치이다.

(1) P 가 분해가농이다.

(2) 임의의 자언수 n= 1, 2, ... 애 대하어

(5.1) at, a2 ,... an E P(Asa ) =추 ala2'" aπ +an … a2al E P(Asa )

이다.

(3) P 는 2-양사상과 2-쌍대양사상의 합으로 표시된다.
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위의 조건 (3) 얘서 2- 양사장온쉬바르쪼사장으로 2- 쌓대양사상도유사한부등

식으로 대치훨 수 있으며 [Ro86a] , 륙히 ， M2(C) 혹운 M3(C) 얘서 쟁의현 양의

정사영용， 완전양사상이 훨 필요충분조건이 바로 쉬바르쪽 사장이다 [082].
A 가행혈대수인 경우애는，유한차훤 JC-대수가모두훈류되어 었으므로 [JVW，

HS84], 위 정리는 청사영의 예률 찾아내는데 큰 도움이 된다 ([St80] 창조). 특

히， Robertson [Ro83a, Ro83b , Ro85] 는 조건 (5.1) 옳 만촉하지 않는 유한

차현 JC- 대수훌 연구하였는대， 톡히 ， A 가 4- 차 뺑혈대수언 경우애 좋운 예률율

재꽁한다.

한편 ， M2 (C) 얘서의 션형사장 6 훌

。(: ~) = (~c 감)

라 청의하면， φ = (72 : M4 (C) • M4 (C) 는 주기가 2 인 반(anti)- 자기훈통형이

되고，포한

(5.2) 회
+M1

」
￠

-
π

논 M4 (C) 애서 청외펀 양의 청사영이 띈다. 더구나， 이 청사영용 자기수반훨소의

장이 (M2( lHI»sa (단，lHI 는 Hamiton 의 사원수이고， (M2( lHI»sa ι→ M4 (C) 는
다옴 철 창조) 애 들어가는 M4 (C) 의 정샤영 중애서 유얼한 것이고， (M2 ( lHI»sa
가 조건 (5.1) 올 만촉하므로 분혜가능이다.

위외 식 (5.2) 는 정사영율 정의하는 충요한 방법인대， 설채로 양의 정사영 P 애

대하여 ， I-P 역시 노륨이 줄어툴 필요충분조건옹 P 가주기 2 인 요르단 자기준
동형 φ 애 대하여 (5.2) 의 형태로 쓰여짐이다 [RY82 , St82a].

6. 4차훨 행렬대수사이의양션형사상

이미， 2철애서 M 2 얘서 M 4 로 가는 활혜가능하지 않은 양사상애 대하여 언급

한 바 있는데 ， Woronowicz 의 이 결과는 간접척인 논중애 의한 것이므로， Tang

[Ta86] 의 t매훌 우션 살펴 보기로 하자.
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0< μ < 1, 0 < e ~ 융μ2 애 대하여，

/(1- e)a + μ2d -b μc -μd 、

(: ~) φ | -c a +2d -2b O l•• I I
c dJ I μb -2c 2a + 2d -2b I

、 -μd 0 -2c a +dJ

라 쟁의하면， φ 는 분해가능하지 않옴 양사장이다. 또한， 뀌외 사장율 천치시킴으

로써 ， M4 애서 M 2 로 가는 마찬가지 예률 얻옳 수 었다.

이째， 앞 절에서 논의한 정사영율 이용하여 보다 중요한 Robertson [Ro83a]

의 예훌 잖펴 보자. Hamilton 의 사월수집합올

Ill={(작 ~) :a,b E C}
로쓰자. 그러면， 집합

N= {(캅 :1) EM2 ( 1ll) : a ElR, q EH}
는，내적

1
< X,Y >= X 0 Y = ~(XY + YX) X,YEN

2

얘 외하여 5- 차원 철내척공간이 펀다. 이째， 칙교변환 8: N • N 가 추어지면，

(M2 ( H) ).4 = lR1 + N 이므로 8 는 (M2 (묘)).4 사이외 요르단 출동형으로 확장

원다. 이 8 는 (5.2) 얘서 청외한 청사영 π 에 의하여 M4(C) 사이의 션형사장 8π

로확장현다.

청리 7 ([Ro83~]). 8π : M4 (C) • M4 (C) 가 분해가놓할 필요충분조건은

det8 = 1 이다.

예를 톨어서 ， (M2 ( JH[))S4 에서의 요르단 출동형

8(캅 &) = (33 $) , o:,{J E R , q E 묘
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률 생각하면，다옴과 갈운 간단한 푼해가능하지 않은 양사상의 예률 얻울 수 었다:

q
/
야

MEDCBA、
-
-
-
-
/

、
‘
，
/

m”이

찌

+
/njf‘

B
μ
pm

m
이

더

+
t

C
μ
F

/
I
l
l‘
、

H
、
‘
l
l
l
/

B

D

A

C
/
I
I
l
l、

Robertson 는 더 나아가서 위와 강용 예가 22k_ 차월 (k=1 , 2 , ... ) 애서도

가농합융 보였다 [Ro83b] . 포한， detO = -1 이면 사상 8π 가 싱쩨로 8 외 유

일한 확장이며， 이 경우 8π 는 극단척이 띈다는 첨옳 총명하였다 [Ro85].

위에서 컬명한 예 외애도， 앞 절얘서 다훈 M 3 사이의 사상율， 마찬가지 방법으

로 M 4 에서 정의합 수 었지만 이는 다옴 철애서 다루기로 하자.

7. 햇융발

(4.1) 애서 정의펀 양사상 φ[2， 0 ， 1] 온 다옴과 갈이 높옹 차원애서도 정의될 수

있다 [An85 , TT88]. € : M n • M n 옳 대각현소애 떨어지는 청사영이라 하고，

S == [8i,i+tl 율 회천행렬이라하자. k = 0, 1, ... n-1 얘 대하여，

Tn ,k(A) = (n - k )€(A) +ε €(Si AS·i
) - A, A E M n

이라 청의하자. T3 ,1 온 다톰아닌 φ[2 ， 0 ， 1] 이고 위의 사상 Tn ,k 가 양일 펼요충분

조건운다옴의 부동식

y: Aj 으 1 (단， i + n 프 i)
깜 (n - k) .Aj + .Aj+l + ... +시+k

이 입의의 양수 .A I , ... .An 얘 대하여 성립해야 한다는 것윷 쉽게 알 수 있다

[An85]. n S; 4 이거나 k = 0, k = 1, k = n - 1 일 때는 버교객 쉬우나

그 외의 경우는 매우 어렵다. 최근， Osaka [051 , 053 , 054] 는 T5 ,2 가 양사상임

울 중명하였고， 특히 ， n =4, 5 이고 1 S; k S; n-2 일 때 ， Tn ,k 는 모두 극단적인
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단자사상이며， 임의의 η 즈 4 얘 대하여 Tn .1 이 모두 단자사장엄율 보였다. 이러한

사장 Tn ,k 는 P(Mn ) 외 구조훌 연구하는대， 중요한 t뼈가 되리라 여겨진다.

한훤， Tomiy때a [TT83, ToS5] 는 P(Mn ) 외 기하학척 구조롤 연구한 바

있는대， 구체쩍5ζ로 언급하변， Choi 사상， 항풍사장，천치사상들옳 칙션으로연결

하였올때， 2 직전 위외 사상풀이 어떤 정질을갖는가하는 것이다• M 4 의 경우에，

항풍사장， Robertson 사장， T4.1 얘 대하여 이러한 방법윷 척용하는 것도， 의미었

는작업이라여겨진다.

륙히， 그의 결과률 이용하면， 4철얘서 쟁의한 사장 φ[a， b， 이 가 a=h=c 얼

때， φ[a， a, a] 가 쉬바르즈 사장일 필요충콸조건옴 a 즈 좋 이고， φ[a， a, ah 가 쉬

바르즈 사상얼 펼요충분조건옹a 즈 g임용 알 수 었다. 따라서， 우리는 쉬바료ξ

부등식올 만촉하지 않는 양사장외 얘률풍부하재 갖재 되는대， 얼반척으로 φ[a， b， 이

나 e[a， CI, c2 , C3] 가쉬바르즈사장일 필요충분조건옳구하는 것도의며었논 웰이

훨 것이고， [Ro83c] 에서 채기띈 운채와도관련이 었으려라 여겨진다.

아칙도， 극단척인 양사장외 얘가 매우 부쭉한 형편이지만，륙허 ， M3 의 경우 극

단쩍인 2-양사장이 완천양사장이펀다는 것율 보이면， 엄외의 M3 사이의 양사상용

단자사상과 분혜가능 사상의 합으로 표시띈다는 결론올 얻올 수 었으므로 [Os5] ,

흥미었는 결과가 휠 수 었울 것이다. 최근， Tsui [Ts] 는 Pk(Mπ) 안에셔 극단척

사상율 만드는 방법용 연구한 바 었다.
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획근 Yamagami Shigeru논 7청에서 언급한￥풍씩이 향상 쟁랩합융보였다.
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