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합수꽁깐 작용소척훈의 혹도에 관한 안청생 청리

류근식，장건수，김정규，박연회

1. 서폰

1984년， Johnson옹 작용소강율 갖는 합수공간격분에대한유계 수렴 정리(bo­

unded convergence theorem)를 충명하였다 [5]. 이것이 L2 (R
n

) 얘서 유7해 션

형 작용소로서의 이 척분애 대한 최초의 안정정 청리이다. [7]애서， Johnson 과

Skoug 는 £(Lp(RN ) ， Lp’ (R
N ) 이폰으로서의 이 적분에 대한 안청정 갱리률소개

했다. 여기서， 1 < p ~ 2, lip + lip’ =1 이고， N 온 N<2pl(2-p)되는

자연수이다. Co(R)올， R 에서 정의되고， 복소수 값올 갖는 연속합수로서∞에서

함수값이 0인 함수들의 집합이라하자. [1]에서는 L1(R)에서 Co(R)로 가는 유계

션형 작용소로서의 이 척분에 대한 안청성 정리롤 얻었다. 위에서 언급한 논문에서

취급한합수들온모두 (0 , t) 에서 정의펀 Lebesgue 측도와 관련펀 합수둘이다.

[6]애서는， Johnson 과 Lapidus 가 (O , t)에서의 Lebesgue 측도롤 임의의

Borel 촉도로바꾸고， £(L2 (RN
) , L 2 (R N

)) 이폼으로서의 이 척분애 대한 안청정

정리률 얻었다. [3]애서는 1<p<2인 경우애 £(Lp(R N ) ,Lp’ (R
N )) 이론으로

서의， 어연 Borel 측도와 관계된 범함수들의 함수공간작용소적분의포텐셜과 파통

합수에 관한 안정성 정리롤 증명하였다. 본 논문에서는 위의 범함수들의 합수풍간

작용소적분의 측도에 관한 안청정 정리를 소개한다.

2. 청의와 기호

이 절에서는 다옴 철에서 필요로 하는 기본 정의와 기호롤 소개한다.
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N율 자연수률외 집합， R옳 질수들의 집합， C롤복소수들의 집합이라고하고，

C+ 프 {,\ E C: Re ,\ > o}

C수 三 {'\EC:'\ ￥ 0, Re,\ 즈 o}

로 놓자.1<p<2일 때 ， p' 는 l/p + lip’ = 1 올 만촉하는 질수이다.

Ot =pl(2-p)로 놓으면 a E (1，∞)이고， N옴 N < 20t 로 째한되논 양의 청수

라하자./는

2a/(2Ot - N) < / < ∞

훌 만족하는 실수라고 하자.

l:::;s< ∞일 때 ， Ls( R
N)옹 다옵 두 조건율 만축하는합수 ψ툴의 집합이

다-

(1) '1t : RN • C는 Borel 측도 가농한 합수이다.

(2) Iψ IS 는 RN애서 Lebesgue 측도 mL 애 대혜서 척훈가능하다.

설채로， Ls(RN )의 원소는， mL 얘 대해서 거의 모든 곳(mL -a.e.)애서 합수

값이 갈옴 합수들의 통치촉( equivalence class) 이다.

1 :::; s, t < ∞얼 때 ， t:.(Ls(RN ),Lt(RN )) 율， Ls(RN )의 현소훌 Lt(RN )

으로 보내는 유계션형 작용소률의 집합이라 하자.

,\ E C:; , '1t E Lp(RN
) , ~ E RN 과 양의 설수 s 얘 대혜서，

(CA/sψ)(~) = (，\/2πS)N/2 I ψ(u)exp {-'\IIu - ~1I 2/2s}dmL(u)
JRN

로 놓자. 여기서， N 이 훌수이면 서/2 는 질수푸가영보다 코거나 갈옹 ，\1/2 율 핵

한다. Re,\ =O얀 경우， 위의 척분옴 L p Fourier 변환 이를애서와 갈이 명균척

분(integral in the mean)으로 간주한다.

t>o일 때 ， M(O , t)훌 구간 (0 , t) 애서 쟁의되는 모폼 Borel 복소수혹도들의

집합이라하자.

모든 r E (0 , t) 얘 대해서 μ({r}) = 0되는촉도μ E M(o， t) 를 연속(continu­

ous)이라하고， 다옴 조건을 만족하는측도 v E M(O , t)훌 불연속(discrete)이라

한다.
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(i) (0 , t) 외 가산 부분 집합 {Ti:i=1 , 2,"'}가 존재하고，

(ii) 절대수렴하논 복소수 수열 (ωi) 가 존재해서，

v= εωiOTi
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훌만혹한다. 여기서 &논 Ti 애 집중띈 Dirac 측도이다. 모든측도 η E M(o， t) 는

연숙인 측도 μ와 불연속인 혹도 v로 다옴과 갑이 유혈하게 훈혜현다 [11].

η=μ +v.

M(o, t)* 툴 다옴 조건율만쭉하는 M(O , t)의 부분집합이라 하자.

v E M(O， t) 가 연속인 측도 μ와 불연속인 측도 V로 분혜훨 때，

(a) Radon-Nikodym 도합수 dlμIldm 이 폰재하고， 이 도합수는 본질척으로유

껴(essentially bounded)이다. 여기서 m을 (0 , t) 애서의 Lebesgue 홈도이다.
。。

(b) v = ε쐐Ti 얼 때，

ε |ωi|Ti-?6

는 수혐한다. 여기서 ， 0= N12a , 1/,+ 1/,’ = 1. fJ : [0 , t] X R N • C가

Borel 혹도 가능한 합수이고 η E M(O , t)* 얼 때 ,

II fJ lla쉰 {4
t)

l|8(s : )”川II빼|
La여7τ:끼깨 三 {fJ : II fJ lla-y:η < ∞}

로 놓으면 ， 1 S; s S;，S; ∞애 대해서 ,

La -Y :TJ c Las:TJ
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이다.0 ε La-y:", 이고， η 가 "1= μ +v로 분해되면

oE La..，:μ n LOt-y:v

1I0Il a ..,:" = 11011야:μ + 11011여:v

업은 쉽재 보일 수 었다. 0 E La(RN ) 얘 대해서， 합수

Mo: Lp,(RN) • Lp(RN)

윷 Mo(ψ)= ψ8로 정의하면 Mo E £(Lp’ (R
N), Lp(RN» 이고 IIMolI $ 1I0lla

이다. 0 E La-y:" 얘 대해서 ， Mo(s ,.)옳 팬의장 O(s) 로 놓고 사용하기로 한다. 즉，

Mo(s ,) = O(s).
e[o, t] 훌， [0 , t] 에서 정의되고 RN_ 값을 갖는 연속합수툴외 집합이라하자.

Co 三 ColO,t] 三 {x E C[O,t]: x(O) = O}

롤 Wiener 공간이라 하고， Co 얘 N-차현 Wiener 측도 mω(즉， 1차현 Wiener

혹도플의 N개의 곱)롤 주었올 때， Wiener 측도콩간이라한다.

A> 0， ψ E Lp(RN), ~ E RN 얼 때 F: C[O , t] • C애 대혜서

[I，\(F)때(~) = I F(A -1/2 X + ~)'11(A-1/2X(t) + ~)dmι(x)
JCo

로놓자. 만일， mL-a.e. ~ E RN 애 대해서 ， [I，\(F)ψ](~)가 Lp’ (R
N) 애 폰재하

고， 대옹관체 :'11 • Iλ(F)W 가 £(Lp(RN) ,Lp’ (R
N» 의 현소이면， 합수공간작

용소 척분 I，\ (F)가 존째한다고 한다. λ。(0 < A< ∞)가 주어지고， 0 < A< Ao

인 모든 A 애 대해서 ， h(F) 가 흔채한다고 하자.

C+ ,'\o 프 C+ n {z E C : IzI < Ao}

에서 해석척이고 (O , AO)애서 I ,\(F)와 일치하는합수로서， £(Lp(RN ) ， Lp’(R
N»_

값을 갖는 합수가 톨째한다면， 이 합수롤 A와 연환된 F외 합수공간작용소척분이
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라 한다. 이 경우， C+ ， >'o 에 속하는 A얘 대해서 l>，(F) 가 존재한다고 한다. 만일

C+ ，>'o 애 축하는 A애 대해서 I>.(F) 가졸재하고， 이 I>.(F) 가

C.+,>'o 三 C.+ n {z E C: Izl < Ao}

에서 강한 연촉(strongly continuous) 이연 ， C.+， >'o 에 속하논 A 에 대혜세 I>.(F)
가 폰째한다고 한다. 특혀 A가 훈혀수얼 때 I>.(F) 훌 F의 빼석쩍 Feynman 착

용소혀훈이라한다.

(n， μ) 가 혹도 공간이고， L(X， Y)률 Banach 꽁간 X애서 Banach 공간 Y

로 보내는 유채션형 작용소톨의 공간이라 하자.

G:n • L(X， Y)가 주어진 합수얼 때， 각 x EX에 대혜서 {G(s)}(x) 가

μ 얘 관혜서 Bochner 척훌가농하다고 하자. 그러면， 각 xEX에 대혜셔，

J(x) = (B) I {G(s)}(x)d，μ(s)
Jfl

되는 션형 작용소 J:X • Y가 폰째한다. 여기서 ， (B) I {G(s)}(x)dμ(s) 는
Jfl

Bochner 척분이다. 이 션형 작용소 J 훌

(BS) I G(s)(x)d，μ(8)
‘In

로 놓고， 이것융 강한 작용소로서의 Bochner 척훈이라 한다. 륙혀 X=Y얼 빼，

J 률 G의 강한 척훈(strong integral) 이라 한다.p논 O보다 크거나 갑용 쟁수률

의 집합위에 쟁의되는합수로서

{ P(0) = o
p(π) = 1: n 즈 1

옳 만축하는 합수라하자.O<k<l 이고 m용 자연수라하자. a < SI < S2 <
.. < sn < b 애 대혜서，

lb lsrn lS1 {(S1 { a)(S2 - s1) (b - sm)}짧ds2 " ·dsm

(b - a)m-(m+l)k{r(l_ k)}m+l
三 E(a,b: m ,k)

r((m + 1)(1 - k))
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이다. 여기서 F는 감마 합수(gamma function)이다. 위의 쩍폼값옳 간단혀

E(a , b: m， k)로 표시하기로하자.

3. 혹도에 관한 안청생 청리

합수 꽁깐 척품폰애서 다루논 법합수툴충애는 포탠셜， 화통합수，혹도 풍파 환

련되어 었는 합수들이 많다. [3]애서는포련철과파통합수에관한 안청쟁 청려률 다

루었다. 이 철에서논혹도애 판한 범합수톨외 합수공간착용소객환애 대한 안청생

정리롤충명하려고한다.
。。

η E M(O , t)* , .0 E La-y:매 이고， η가 η = μ +1I로 분혜되고 1I= εωi8Ti

라하자. 모든 Y E C[O， t] 얘 대헤서 ， Fn(n=1 ， 2，···) 율

Fn(y) =많 O(s ,ν(s»뼈(s)}n

으로 청의하자. 각 hEN애 대해서，(7는 {1 , 2,- - - ， h} 외 치환(Pennutation)

으로서

TO'(1) < T，σ(2) < ... < TO'(h)

라고 하자. [2]로 부터 다옵 보조 정리률 얻는다.

보조정리 1. i = 1, 2,··· 일때， O(Ti ，·) 가 볼질쩍으로 유계라 하자. 그러언 모

든 >. E C'+ 애 대해서 작용소 I>.(Fn ) 이 존재하고，

다
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이다. 어기서， 각 hEN 때 대해서，

.6.qO:it···ih+l ={(SI ,··· , Sqo) E (O , t)qOIO < SI < ... < Sit < r"'(I)

< Sil+l < ... < sil+h < r .,.(2) < . ‘ . < Sqo < t}

이고， (s }, •.. , SqO E .6.qO:il ..-jh+l' m E {O, 1, 2 , ... , h} 때 대해서，

L m =[O(T .,.(m) W.,. (m) 0 C~/(8il+... +jm+l-TO' (m» 0 O(sh +.·-jm+J。

···0 O(Sil +"+im+J 0 C~/(T.，. (m+l)-8j 1+ ...+jm+1)

이다. 펀의상， r.，.(O) = 0, r .,.(h+l) = t , [O(ra(O»]q .,. (O) = 1 (Lp,(RN
) 애서의 항등사상)

으로 놓자. 또한，

lliA(건 )11 :5π! 홍 ε |에q1，:::냈Iqh (qO!)-l h

h=O qo+…+qh=n ~~ ~“

qo#O

[魔밸]-펀-→커페얘얘1υψψ1/(2"'(μμ쩌(α써2깐쩌7에까넓짧)[많짧[많짧짧點點앓짧劉點點f
qO얘

(qO꽤+:: I I IIC 1I 0( r 11(0) ,.)II캉1
qo!h! J l21l"J I 훗lf1

1I 0(빠O(r.，.다.，.(ω에0이)， ·)1川IIμ씨@씨)γpμ때(“펙q

[ ε {파 E(r.,.(n) 다(n+l) : jn+l : ，'6)꽉 2

il+·"+ih+l률90 n=O

위 부풍식의 우변율 편의상 Bn(l'\1) 로 놓고 간단하게

III~(Fn) 1I :5 Bn(1시)

로 쓰기로 한다. '\0 > °가 주어진 질수이고，

<xl

fez) =εanzn
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이 C+,>'o 에서 혜적함추라 하자. 모든 ..\ E C+,>'o 에 대혜서，

ε lanlBn (l시)< ∞

라 가청하자. η E M(O , t)* , 8 E Lory:." 얼 예， 모틀 ν E C[O, t] 에 대혜셔 합수

F훌，

F(ν) = f( I 8(s,y(s) )d1](s ))
J (O ,t)

로 놓자. 다융 보조청리는 [2]로 부터 얻는다.

보초청리 2. i=1 , 2,'" 일 때， 8(Ti，')가 본질쩍으로유째라 하자. 그러먼，

모든 ..\ E C+,>'o 에 대해서 I>.(F)가 존재하고

I>.(F) = εa씨(맘)

이다. 어기서 Fn 흔 보조정리 1애서 정의된 합수이다. 더혹이， 모돈 ).. E C.수'>'0 에
。。

대해서， 급수 I>.(F) =ε anI>.(Fn)은 작용소 노룸에 대해서 챔하고，
"=0

IIι (F)II ~ ε lanlBn(1 시)

이다.

이계 측도에 관한안청정 청리훌소개하기로하자. m = 1, 2"" 힐예， 1]와 ηm

운 M(O， t)* 의 현소이고ηm옹 천변똥노륨(total variation norm)에 대혜서 η

로 수렴한다고하자. 8논 유계이고 L(ry:깨 n (n Lao'Plm)외 현소라 하자. 모폼

ν E C[O, t] 에 대혜서，

Fn(ν) = ( I 8(s,ν(s»dη(s)t
J(O ,t)

F알(ν) = ( I 8(s,ν(s))dηm(s)t
J(O,t)
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로 놓자· 포한 fez) =εanzn 얼 때， 모픈 Y E [0, tJ 애 대해，

F(g) = f (L t) 8(s,ν(8»뼈S»)

Fm(g) = f (io t) 8(s,g(S))dflm(S))

로놓자.

청리 3. 다음 조건을 안촉하는 양의 혈수 AO 와 K가 훌재한다고 하자. 모든

A E C+" ，xo 와 양의 정수 m에 대해서

ε lanlllh(.F，감 )11 <K, ε lanI Il I>.(강)11 <K.

그러면， 모든 A E C.수 ,xo와 양의 정수 m 얘 대해서， h(F)와 I ,x(Fm
) 01 존재한

다. 또한， A ε C+. ,xo 의 모든 긴밀부분집합(compact subset) 위애서， 작윌소 노

름(operatornorm)애 대해서 I>.(Fm ) 온 I，x(F)로 수험한다. 이 때의 수혐온 A

애 대해서는 균등하채(uniformly) 수렴한다. 또한 모든 0< A < AO (깨 대해서，

\l I>.(Fm
) - I>.(F)II ::; (Ao/2πt)Tm ， m = 1, 2,·

이 성립한다. 어기서，

Tm = 8up{lf(zI) - f(Z2)1 : IZl - z21 :5 Mm }

Mm = 1Iη - ηmll· \l 8\1∞

\1 811∞은 (0,t) X RN 애서 8의 칙소상계 노름이다.

충명: 보초청리 2로 부터 ， m = 1, 2,··· 일 때， 모폰 AEC수，，xo 에 대혜셔

l，x(F)와 I，x(F
m

) 옴 존째한다.
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x E ColO, t], .x ε C.+ , eE RN 에 대혜서，

|Lt)
8(s,A-1/2z(s) + g)d깨m(S) - Lt)

8웬짧)+빼s)1

~IIη - '7mll· 1I 611∞ =Mm .

따라서， ψ E Lp(RN
) , eE (RN

) , 0< .x < .xo에 대혜서，

|f (L t)
8(s,A-1/2Z(S) + g)빠(s))ψ(.\-1{2

2 (1) + €)
- f (to••)않願t)선펴)xx8에6(s ，μι센sι，

~ 8up{lf(zI) - f(z2)1 : IZI - z21 ~ Mm}·1ψ( .x-I/2x(t) + ~)I

=Tmlψ(.x-I/2X( t) + ~)I.

II I.x(F
m

)ψ -1>.(F)ψ lip’
s많0 셔펀팩짜찌|패ψ폐패(μκ.x-→넥래딴1/띠딴쐐짧/2감씌짧2삼쩍퍼쐐z쳐렉혜(야떠t) +~헤)1빼꽤뼈꽤w꾀값쐐(야해빠z히혜혜)1깨II싸l샤P
= Tmll(C~/tl때)(~)lIp’
~ Tmll '1J llp' . .xo /(2πt).

정리 4. m = 1, 2,··· 일 때， η 와 ηm 은 M(O , t)* 의 원소이고， ηm 흔 η로

약한 수럼(we짧ly converge)한다고 하자. 즉， (0, t) 에서 유계이고언속인 임의의

합수 b에 대해서， m →∞일 때，

L,t)
b(s)때m(s) • Lt)

b(s)dη(s)

이다. ()는 (O , t) X RN 때서 유계이고 Borel 측도 가능한 힘수로서 η(Ds ) = °이라하자. 어기서 Ds 는 어떤 U 애 대해서， 6(s , u)가 s 때서 연숙이 아닌 점 s들
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의 집합이다. 정리 3애서 추어진 합수 f가 정합수(entire function) 라고 가정하

자. 그러언 C+ 의 모든 긴밀뿌분집합(compact subset) 위얘서， m -• ∞ 월때，

I>.(Fm
) 온 I>.(F) 로 강하재(strongly converge) 한다. 이 때의 수험온 A애 대

해서는 균동하게unifonnly) 수렴한다.

충명: ,\ > 0, eE R N , x E Co[O , t] 라 하자. 그러면， [10, Proposition

1.3.5]에 의혜서， m • ∞얼 때，

Lt) 8(s,A-l/2x(s) + e)dnm(s) • Lt) 8(s,A-1/2s(S) + e)d깨(s)

이다·f가 연속이므로， ψ E Lp(RN ) 애 대해서， m • ∞일 때，

f(jo t) 8(s,A-I/2z(s) +빼(s)쩨1/2X(t) + e)

• f(￡ t) 8(s,A쐐s) + e)dη(s ))'1J(A쐐

이다. 다음 성질윤 찰 얄려진 사실이다 [8}.
V가 노륨공간(normed space)일 떼 ,EE V 가 약하재 유계(weakly bounded)

얼 뭘요충훈조건E7l- V 외 노륨(norm)애 대해서 유째이다. 따라셔， supllηmll<

∞이고，

lLt) 8(s,A-1/2x(s) +e)dηm(s)

~ (sup 10(s,u) l)(sup II77ml!) 프 M< ∞.

그러므로，

|f(￡ t) 8(s,A-1/2$(s) + ￡)dηm(S))ψ(，\ -1/2 x (t) + 01

~CIψ(，\ -1/2 x (t) + e)1
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c = sup fez) < ∞
IZI~M

|ψ(>.-1/2 x(t) + {)I는 Wiener 척불가능하고

I __1'11(>'-1/2 X(t) + {)dmψ(x) = (C.\/tIWI)({).
JCo[o ,t)

우월수렴청려( dominated convergence theorem)애 의해서 ， a.e. {E RN에 대

혜서， m →∞일 때

[I.\(Fffl )ψ](e) • [I.\(F)ψ]({)

이다. 더쭈기，

I[I.\(Fffl )ψ]({)I ~ C(C.\/tlψ I) E Lp.(RN
).

우월수렴청리훌한번더 척용하면，모를 >'>0애 대혜서， m • ∞얼 때，

I.\(F
ffl

)ψ • I.\(F)ψ

이다. 이 때의 수렴옴 Lp’ (R
N)의 원소로서 수렴하는 것이다. 모든 A ε C+ 에 대

해서 ， I.\(Fffl)W 가 해적척이고，

IIh(F
ffl

)폐I ~CI시/(2πt) ‘

이다 . ..\는 임외로 택했으므로， Vitali 정리 [4 ， Theorem 3.14.1]애 외해서 충명이

률난다.
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