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신호 대 잡음비가 낮은 경우 광대역 신호의 입사각 추정

On Estimating the Incident Angles of

Wide Band Signals in Low SNR Environment
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요 약

UCERSS (Unit Circle Eigendecomposition Rational Signal Subspace) 알고리 듬은 MUSIC (Multiple Signal Classifica

tion) 알고리듬을 2차원으로 확장하여 단위원 상에서의 eigendecomposition을 이용함으로써 다수의 광대역 신호의 입사각 

을 추정해 왔다.

이 논문의 목적은 신호대잡음비가 아주 낮은 경우에도 다수의 광대역 신호의 입사각을 추정할 수 있도록 UCERSS 

알고리듬을 개선하는데 있다.

잡음 성 분을 줄이 기 위 해 covariance difference 행 렬을 이 용한 ESPRIT (Estimation of Signal Parameter via Rotational 

Invariance Technique) 알고리듬을 UCERSS 알고리듬과 결합하여 2차원으로 확장시킨 wide band ESPRIT 알고리듬을 

제시하였다.

컴퓨터 시뮬레이션을 통하여 제시된 알고리듬의 성능을 UCERSS 알고리듬의 성능과 비교하여 제시된 알고리듬의 성능 

이 우수함을 보였다.

ABSTRACT

The UCERSS (Unit Circle Eigendecomposition Rational Signal Subspace) algorithm has extended MUSIC (Multiple 

Signal Classification) by using eigendecomposition on the unit cir이e in order to estimate incident angles of multiple wide 

band signals.

The purpose of this thesis is to further extend the UCERSS to be able to estimate the direction of arrivals of 

m니tiple wide band signals in very low SNR .

The wide band ESPRIT (Estimation of Signal Parameter via Rotational Invariance Technique) uses covariance dif

ference matrices to reduce noise components.

In this paper the wide band ESPRIT which combines the ideas of UCERSS and ESPRIT is proposed.

Computer simulation results indicate that the performances of the proposed approaches are superior to those of the 

UCERSS in very low SNR.
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I. 서 른

Radar, sonar, seismic 신호처리에서 센서 array 

로 부터 수신된 stationary time series로부터 신호의 

입사각을 추정하는 문제는오래전부터 활발히 연구되 

어 왔다. ㈣㈣.

R.O. Schmidt 呻는 다수의 협대역 신호에 대하여 

신호의 벡타 공간 (vector space)을 신호 부분공간 

(signal subspace)과 잡음 부분공간(noise subspace) 

으로 나누어 신호의 입사각에 해당하는 방향 벡타 

(direction vector)가 잡음 부분공간을 형성하는 고유 

베타(eigenvect。］)와 직교하는 성 질을 이용하여 다른 

알고리듬에 비하여 bias가 적고, 해상도가 우수한 

슨*IUSIC(MUltiple Signal Classification) 알고리듬을 

제시하였다.

G.S니와 M.Morf 网는 다수의 광대 역 신호의 입 사 

각 추정을 위하여 MUSIC 알고리듬을 2차원으로 

확장시킨 UCERSS(Unit Circle Eigendecomposition 

Rational Signal Subspace) 알고리듬을 제시하였다

UCERSS 알고리듬에서는 유리 함수(rational 

function)로 이루어진 신호의 벡타공간을 구성한후 

spectral density 행렬을 단위원상"】서 eigendecom- 

position 함으로써 광대역 신호를 처리하였다

입사각을 추정하는 모든 알고리듬의 공통된 문제 

로서 신호대잡음비가 낮은 경우에는 bias가 커지고, 

해상도가 떨어진다皿助.

본 논문에서는 다수의 광대역 신호의 입사각을 

추정하기 위한 UCERSS 알고리듬을 개선하여 신호 

대잡음비가 낮은 경우에도 성능이 저하되지 않는 

wide band ESPRIT 알고리듬을 제시하고, 컴퓨터 

시뮬레이션을 통하여 UCERSS 알고리듬의 성능과 

비교하였다.

n. UCERSS 알고리듬

P개의 광대역 신호가 서로 다른 방향에서 M개의 

센서로 이루어진 등간격 d의 선형 array로 평행 

입사하며 잡음은 공간적으로 상관관계가 없으며 

Gaussian 이라고 가정하면, i번째 센서에서 받은 

신호를 다음과 같은 superposition으로 얻을 수 있

다.

yi (t) = S 新(们，t) * % (t) 4" i (t) 
j=i

1 <i (2-1)

여기에서 a0,t)는 j번째 source에 대한 번째 센서의 

임펄스 응답(impulse response)이며,*는 convolution 

기호이고, Uj(t)는 j번째 신호, 的(t)는 1번째 센서 

출력에서의 부가잡음이다.

그림 1. M개 센서로 이루어진 등간격의 선형 array 
equally spaced linear array containing M sensors

식 (2-1) 을 행 렬식으로 나타내 면 다음과 같다.

y(t) = 23 a(们，t) *山(t)+« (t)

= A*u(t)+« (t) (2-2-a)

여기에서 y(t), #(t) 는 Mx 1, 니(t)는 Px 1 의 

열 벡타이다. .

yT (t) =〔xi (t) ••… yHt)〕 (2-2-b)

/z (t) =〔g(t) •… ..... 以 M (t)〕 (2-2-c)

uT (t) = [ui (t)...... •…Up(t)〕 (2-2-d)

식 (2-2-a) 를 Z 변환하면 다음과 같다.

y(z) =A(z)u(z)+h (z) (2-3)

여기서 A(z) =〔a(们,z)....... a(&p,z〕이다. 
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센서 줄 력 y (z) 의 spectral density S (z) 들 신호 

spectral density오!" 잡음 spectral density 로 나e]■내 

면 다음과 같다.

S(z)=E〔y(z)yT (L)〕

= A(z)E〔u(z)/(zT)〕AT (广)+ E〔以(z)//T

(广)〕 (2-4)

Z = e〃 로 나타내 면 식 (2-4)를 다음과 같이 쓸 

수 있다.

SlSnf^+q 正' (2-5)

여기에서 Snf©는 신호 성분만의 spectral density 

이 며, Z*" 은 잡음의 specitral density 1丄 의 He

rmitian square root, 伽는 잡음의 분산이다. 식 (2 

- 5 ) 의 양변에 각각 과 를 곱하면 다 

음과 같다.

S’E打/=£打八 Snf°乙(2-6)

Snf’&e 의 Enk 는 P 이므로 M —P 개의 

고유치는 영이다.

식 (2-6) 의 우변 첫째 항은 다음과 같이 eigende- 

composition 된다.

我，= 미籍 :]E* (2-7)

여 기에서 E,는 단위 직교 고유벡타를 포함하고, 

는 대각상에서 감소순서로 영이 아닌 P개의 고 

유치를 포함한다.

E,E%= I 이므로 식 (2-6) 을 다음과 같이 쓸 수 있 

다.

= E©/1©E* (2-8)

여기에서 [缶°,小 。]이다. (2-9)

L 0 pw J

식 (2-7) 과 (2-8) 로 부터 Sg는 다음과 같이 ei- 

gendecomposition 된匚卜.

Snf°=1X" EpwljpE범©EJJb (2-10)

그리고, Sg의 spectral factor S&仁 는 다음고卜 

같다.

S；此=以广 Ep(4 71^ (2-11)

식 (2-10), (2-11) 의 역 Fourier•변환은 다음과 같 

다.

SNF (Z) =E Z-k 4 f SM"，e""，ds 

k = — oo Z 7t J —;r

(2-12-a)

8 I fff
Snf2 (Z) Z-k—— \ S iri eJk*d^

k = — oo Z 7Z J ~7T

(2-12-b)

식 (2-12-a)의 spectral density는 단위 원상의 보간점 

(interpolation point)에서 계 신;되는데 본 논문에서는 

센서의 출력 이 식 (2-1)과 같은 moving average 모델 

이므로 다음과 같은 moving average 보간법 [1]을 

사용 하였다.

S (z) =C (z) CT(z-1) = 23 b： (Z) Sz (2-13)
I = — n

여 기에 서 bl (z) 는 보간함수(血。叩01如31 function) 

로 다음과 같다.

I n
b」Z)=3^ EW^Zk (2-14)

Zn十i k=-n

신호의 스펙트럼에 대한 정보를 미리 알고 있지 

못하는 상황에서 신호 부분공간의 추정시 전 주파수 

대역에 걸쳐 같은 비중을 두는 것이 타당하므로 

보간점은 단위원상에서 균일하게 분포한다.
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2= Wz = exp I" j2^■-■一=為-]—n苴 Z Mn (2-15)

I 2n+ 1」

Spectral density 행 렬, %은 단위원 상의 보간점 에서 

丁개의 snapshot 벡 타, g⑴로 부터 계산된 covaria

nce 행렬, Rk를 DFT(Discrete Fourier Transform) 

하여 얻어 진다.

Rk= 丁]「S g(t) gT (t—k) —n冬k冬n
1 —k t=k+l

(2-16)

n 「 V / I
Sz= S w(k) Rkexp —}2n . 1 0 苴 / Wn

k =-n L Zn十 i」

(2-17)

여기에서 w(k)는 가중함수 (weighting function) 

이다.

n+1 개의 spectral density 행렬을 각각 eigende- 

composition하여 고유치와 각 보간점에서 계산된 

spectral density 행 렬을 eigendecomposition하여 고유 

치와 고유헥타를 얻은 후 신호 부분공간의 차원을 

추정한 뒤 잡음 부분공간을 구성하는 고유넥타와 

방향 벡타사이의 Euclidean 거리 d(0)는 다음과 같이 

계산된다.

dP9)=S fI||a?(^)Eic II* 2 (2-18)

(2-20)

fo 風(H)E°시||a?(^)Eic||2

I =-n

여기서 E】c는 잡음 부분공간을 형성하는 고유벡타를 

열로 하는 행렬이고, 人11이 신호 부분공간에 대응하는 

고유치일때 fi은 5〉。인 가중함수이다

= — , unweighted
n

E A n , weighted (2-19)
-£ = 1

따라서 UCERSS 알고리듬에서의 공간 스펙트럼 

추정식은 다음과 같이 정의 된다.

PUCERSS 3、)= d? (° )

1

B 가 array spacing 파라메타이고, r =~~2n+~l

일때 전파 벡 타 a, 0) 는 다음과 같다.

a；0) =〔l eJ,M-1)rs,ne ] (2-21)

DI. Wide Band ESPRIT 알고리듬

입사각을 추정하는 모든 알고리듬의 공통된 문제 

로서 신호대잡음비가 낮은 상황에서는 성능이 저하 

되어 입사각 추정이 어려워진다

MUSIC, UCERSS 알고리듬의 경우 다른 알고리듬 

에 비하여 bias가 적고, 해상도(resolution) 가 높은 

공간 스펙트럼을 얻을 수 있으나网신호대잡음비가 

현저히 낮은 경우 입사각을 정확히 추정하지 못하게 

된다.

신호대잡음비가 극히 낮은 상황에서도 입사각을 

정 확히 추정 할 수 있는 방법 이 covariance difference 

알고리 듬 이 다(8X9X20)

Paukaj와 Kailath ⑻⑼는 협대역 신호에 대해서 

두 번 측정한 snapshot 벡타를 가지고 covariance 

행렬을 각각 구한 후 그 차를 이용하여 MUSIC 

알고리듬을 적용하였다. '

Covariance difference 알고리듬에서는 rotational 

invariance, temporal invariance, translational inva

riance 등을 이용하는데 ⑻⑼ rotational invariance를 

이용한 알고리듬을 ESPRIT (Estimation of Signal 

Parameter via Rotational Invariance Technique) °]己} 

고 부른다.

본 논문에서는 ESPRIT와 UCERSS 알고리듬을 

결합하여 광대역 ESPRIT 알고리듬을 제시하였는데 

이를 wide band ESPRIT라고 부르기로 한다.。

두 번 측정하는 동안 잡음의 통계가 long-term 

stationary 라고 가정 하면 기 준 측정과 array를 "간큼 

회전시킨 후에 측정에서 얻은 snapshot 벡타로 부터 

각각 계산된 covariance 행렬과 그 차로 구한 cov

ariance difference 행렬은 다음과 같다.

R】k = A】 P1RA?+W (3-1-a)
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R2k=A2 PmA버+W (31b)

Dk= Ril「项

=* A2〕[t 七]〔Ai A2]h

一 nWkWn (3-1-c)

이상적으로 叫는 잡음성분을 갖지 않고, 고유치 가 

실수인 indefinite행렬이며 각 보간점에서 spectral 

density 행렬은 다음과 같이 계산된다.

St = 23 以 exp〔-j2/r 빈； ] 0 W / Wn 
k=-n Zn 十 1 J

(3-2)

Pik와 Pzk가 nonsingular이고 positive definite 행렬이 

며 A】과 A?의 열이 선형 톡립 이면 wide band ESP

RIT 알고리듬에서의 고유치와 고유벡타는 다음과 

같은 성질을 만족한다.

(a) M-2P 개의 영 고유치가 존재한다

A p + i =Am-f= 0 (3~3)

(b) 영 고유치에 대응하는 고유벡타는 [A】 A』의 

열과 결합직교한다.

<Yk-,p+i.'", Yk.M-p^ 丄 <aklJ, j= 1, P ： i = l, 2}

(3-4)

여기에서 Vk,m은 k 번째 covariance 행렬의 m 번째 

고유벡 타이다.

식 (3-4)에서 영 고유치 에 대응하는 고유벡 타가 

[A】 A』의 열과 결합직교 (jointly orthogonal) 하므 

로 공간 스펙트럼 추정식은 다음과 같이 정의된다

Pwbe(8)= ~a--------------- --------------
Z [a? 0)BcEKa血)+禮(。+° ) 
i=i

----------------- (3-5)
EicE? ca.t (。+a )〕

여기에서 Eic는 M — 2P개의 영 고유치에 대응하는 

고유넥타를 열로 하는 Mx (M-2P) 행렬이다.

식 (3-5)로 계산되는 wide band ESPRIT 알고리 

듬에서의 공간 스펙트럼 추정식이 나타내는 바와 

같이° 에서 실제 입사신호가, °+次에서 phantom 

신호가 나타나므로 phantom 신호의 영향을 줄이기 

위해 다음과 같은 식을 사용한다

Pmw*11_Pw") "

IV. 컴퓨터 시뮬레이션

2장에서 설명한 UCERSS 알고리듬과, 3장에서 

제안된 wide band ESPRIT 알고리듬을 컴퓨터 시뮬 

레이션을 통하여 비교하였다

시뮬레이션에서의 조건은 특별한 언급이 없는 

한 400개의 snapshot 벡타, 20개의 lag(n=20), 

spectral density 행렬을 구할때 Hamming window 

를 사용하였다. 샘플링 주파수에서 array spacing 

파라메타는 5이며 공간 스펙트럼을 계산할때 가중을 

하지 않았다. (fi=l/n)

센서는 전방향(omnidirectional)으로 동일한 이득을 

갖고, 주파수 특성이 평탄하며 선형 array는 등간격 

으로 분포되어 있다.

시뮬레이션에서는 백색 Gaussian 잡음을 다음과 

같은 대역통과 필터에 통과시킨 신호를 지연시켜 

사용하였다⑴

饥口 1： 1+0.371点+0.36須

Smrce 2： 1+0433Z-1+0.49Z-2

Source 1-2은 모두 0.3Hz의 중심 주파수를 가지 며 

그림 2. 에서와 같이 스펙트럼이 많이 겹쳐 있음을 

알 수 있다. 시뮬레이션에 사용된 신호는 모두 같은 

power를 갖고, 신호대잡음비는 (신호의 분산의 합) / 

(잡음의 분산)으로 정의한다.

공간 스펙트럼 추정시 1=0 인 DC 성분의 spectral 

density 행렬은 전,방향센서로 이두어진 array에 

대하여 영향을 미치지 않으므로 계산에서 생략하였
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고, 모든 공간 스펙트럼은 5번의 독립 수행으로 얻은 

결과를 겹쳐 그린 것이다.
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그림2. Source의 스펙트럼 
Source spectra.

a. 신호대잡음비가 0 dB 일때
Source 1 이 0=-30°에서 source?。=-20°에서 

입사하는 경우 UCERSS 알고리듬을 이용한 공간 

스펙트럼을 그림 3. 고!■ 같다.

신호 부분공간의 차원은 3이고, 센서의 갯수는 

6 이 다.

15.0

그림4. SNR=0dB 일때 wide band ESPRIT를 이용한 
공간 스펙트럼 .
Spatial spectrum 니sing wide band ESPRIT in 

SNR=0dB

Wide band ESPRIT 알고리듬을 이용한 공간 스펙 

트럼은 그림 4. 와 같다.

식 (3-3)으로부터 M-2P 개의 영 고유치가 존재하 

므로 신호 부분공간의 차원은 4이고, 센서의 갯수는 

6이며 회전각은 50°이다.

신호대잡음비 가 0 dB 일때는 UCERSS 알고리듬 

과 wide band ESPRIT 알고리듬이 모두 입사각을 

추정하고 있다.
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b. 신호대잡음비가 一10 dB 일때

그림5 에서 보는 바와 같이 UCERSS 알고리듬은 

신호대잡음비가 一10 dB일때 입사각을 전혀 추정하 

지 못하지만 wide band ESPRIT 알고리듬은 그림6 

과 같이 입사각을 정확히 추정한다

그림3 에서 6 까지의 결과로 부터 신호대잡음비가 

낮지 않은 경 우에는 UCERSS와 wide band ESPRIT 

의 성능 차이가 크지 않지만, 신호대잡음비가 낮은 

경우에는 wide band ESPRIT 알고리듬의 성능이 

+90。 우수함을 알 수 있다

그림3. SNR=0dB 일때 UCERSS를 이용한 공간 스펙트 

럼
Sbatial spectrum using UCERSS in SNR=0dB
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그림5. SIR=-10dB 일때 UCERSS를 이용한 공간 스펙트 

럼
Spatial spectrum using UCERSS in SNR—-10 

dB
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그림6. SNR—-lOdB 일때 wide band ESPRIT를 이용한 
공간 스펙트럼

Spatial spectrum using wide band ESPRIT in SNR=- 

lOdB

V. 결 론

다수의 광대역 신호의 입사각을 추정하는데 있어 

서 신호대잡음비가 매우 낮은 경우에도 성능을 유지 

하기 위해 UCERSS 알고리듬을 개선한 wide band 

ESPRIT 알고리듬을 제시하고, 컴퓨터 시뮬레이션을 

통하여 UCERSS 알고리듬의 성능과 비교하였다.

신호대잡음비가 현저히 낮을 경우에는 wide band 

ESPRIT 알고리듬의 성능이 UCERSS 알고리듬의 

성능보다 우수함을 보였고, 적은 bias와 높은 해상도 

를 나타내었다.
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