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Homology 代數

基훌훌陽念윷 中心 o 효 하여--

훌 훌를 훌훌

1. 序 훌

Topol<횡Y 는 位相쩔間 X 애 훌體(幾何)흘 對廳

.AJ 키고 그 單뿔플율 生成元으효 삼아 가랭 整敵

훌 X 애 係數흘 갖는 Abel 群 A 롤 01쭉하여 훌間

X 의 性質究明율 Abel群 A 의 性寶究f!ij얘 홉훌훌시

키고 있다. 이 혜 Abel 群 A 는 有階 z-加홈。l 며

A=1:A，.(直合;A，. 는 z-加群) 와 잖01 表示환다.

따라세 A 의 性賣究明에는 樓界作用聚

a‘ :A,.-• A.-I (0,,_10
‘
=0)

폴 定훌훌하여

......-• A.강 A.-I-•

......-• Al강 Ao-- 。
얘 셔 의 가령 o. 의 像 Im o.‘ 와 0,,_1 의 授 Kero,,_1

의 團으로 완 n-l것 Hom이앵Y群 H，，(x'z)等의

階數와 不變系를 핫는 것 。l 홉運。l 다.

。l 와 갈。l 群의 系列과 그흩 샤01의 훌훌像윷 i훌

切히 훌便하는 手홉율 代數系의 ￥k質究明애 使10

함으로써 約 15年前에 carta파 Eilenb앙g 농 所謂

그롤。1~名하였떤 Homology代敵훌 創設하였다.

。I 를운 指定펀 紙面內에셔 Homoloy代數의 基

f훌홈;용융 -훌용하도록짧圖한 것야 다. 그려으호 01
률에 서 倒훌될 定理와 性質훌의 證明윤 省略활 수

밖에 없다. 그려나， 筆者의 工夫不足융 自짧하면

셔 自身의 당훌합융 부끄려야 얘기나， 不足과 未

備戰에 對하여는 先輩諸賢의 많윤 指導훌 at라는

바。l 다.

2. A-빼훌

A 는 單位元 1 융 가지는훌， A는 加法애 의한

Abel 群。l 라 하자• A 가 左빼 A-加廳。l 라 함은

A크X， XI' xz ; A3;(, λl' AZ 에 짧하엑 乘法 Ax

가 定훌훌획여 았고， 다음윷 澈足시컴울 말한다‘

(i) λ(XI+ XZ) =Axl + AxZ
(ii) (AI+AJX=λIX+AzX

(iii) Al (A2x) = (AI A2 ) x (iv) b=x

해 條件에셔 λx 等。1 xλ 等으호 代置되변 A흘

右뼈 A-加群야라 한다. 便宜上 앞으호는 A-加釋

훌 左빼 A-bn群율 擔稱한 것으효 約束한다. A, B
가 A-加훌알 때 鷹像 I:A• B는 A크XIt X2; A크A

에 짧하여 다읍 條件울 滿足하 빼 A-揮閒쩔爾像

(앞으로는 훌녕하얘 A-篇像。l 라 함) 01 라 한다.

(i) l(xI+x2)-/(xI) +/(x2)

(ii) I(AxI)=λif(xI)

이 혜 I(A)훌 f의 像(1m!)， B의 零元 O애 훨
하여 1-1 φ)훌 f의 援(Ker I) , B，βrol흘 f의 餘홉

(Coker f), A/KerI흘 f의 蘇像(C야u f) 라 옐컬

는다. 또.

1m f-B 01연 f흩 全射(A-→B 로 表示)

Ker I"-O(A 의 零元) 01면 f을 單射(A~B 호

表示)

따라서 f 가 全射야고 閒時에 單射(全單射) oj변

Af.프B(同훨) 이 다.

A-加群 A',A, A" 및 A-萬像 'P. 여 에 활하엑

A' 츠+A， A 걷ii> A"

이고 Im9'=Kerφ야연

A' 즈， Af.A” 또는
'P ψ

0-•A'-• A•• A" -• o (exact)

라 쓰고 3 項完全系列。l 라 말한다. 特혀 A=A'E9
A"(直合) 01 연 。I 쩨윤 分解 (split) 한다고 양한다.

A-加활 A가 F 의 홉g分驚合01고 F 의 元 X는

AκA.， x;EA 에 짧하역 唯-한 有限合 X=1:.λXi 호
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가 1/.:::다됨 을 말한다.

5'E理 1. A-加群 및 그들의 A-寫像무로 된 다

「읍 ，jJ換l圖

/2 11 /0 I-I
A 2- • '\1-• Ao- • A_ 1- • A_2

•h, • hi •ho •h_ t μ2
B2- • B1- • Bo- • B_ 1- • B_ 2

g2 gl go g-t

좋示되연 F 는 A블 基효 가지는 -1.-덤 lilorHilol 라

하며， FA 로 表示한다. 01 경우 FA -→ A 안 )-寫

像。 1 rHf 하며， 이 젓의 견:을 RA 라 하연 R, •­

F. --»λ 이나.

'P" 'Pn-I 'PI
.....“.-•;

인 .1-bn떠 써에 서 1m 'P꺼 =Ker 'Pn-I (11=2, 3,······) 이
변 完쏘系列이 라하며 列의 댄 끝에 (exact) 을 補

카하여 필示하고 1m 'PncKer 'Pn-t (11=2, 3· .... ·) 이

연 準完全系列야라고 일걷는다 (3 평準完全系列의

뜻은 自明)

.1-加群과 그들 사。l 의 A-전 f象무로 된 다읍 圖

式들。 1 可縣。 1 라 합운 各各

·에 서 디-읍에 成立한다.

(i) Coker h2=Ker h1=KeL t=0 =후 Kerho=。

(ii) Coker h1=Coker h_I=Ker h_ 2=0

=='> Coker ho=O

(01 것은 Homology 代數에서 定理의 證明에 많

이 使用된다. )

.:1-加群다j Homology 代數에서 가장 有益한 두

개릎 다읍에 說明한다.

흥*影的illl群 (Projective modules) :

A-加群 P 는 左圖에서 I， φ 가 주어져 있을 때

P 'Pg=1 인 g 가 반드시 存

F/• f• 花하연 射影的 A-tm群〔約

\-• B-• o(exact) 하여 射影加群) 이 라 말한

'P 다. 射影加群의 하나의 例

는 A-自벼加뺨인 것이다. 그리고 射影加群 P 어)

對하여 A •• B ---.p 0] 연 。1 列음 반드시 分解

한다.

을 얻는다.

d
.. -• An - • A"_I-• .•...•

d1 E.
-• A 1 - • A o- • A-• o (exact)

f王意의 A-加群 A 에는 위 에서 와 같이 반드λl

射影分解가 H{E하며， 만약 An 이 射影加群이연

An+ 1=·· .... =0 0] 라 놓아도 좋다. 0] 와 같슴 가장

작은 n 을 A 의 (A-) 射影次元。l 고 부르고 dim.l.~'

(때 로는 I. dim A)等우호 表示한다. (r. dim ,.\ 의

뜻운 검明) 01 때 dim ,f A 에는 無限大를 許졸할 젓

이며 ， dim.f A 가 -1, 0 바 라함읍 各各 A 가 Zero,

射影加群임을 表示한다.

單헬的;/J1l群 (Injective moc:.l:"<
Q 는 A-加群야고 左圖에서 t， φ 가주어지고 g'P

'P =1 인 g 가 반도시 存{E

0-→건--fB (exact) 하연 單射따 "'1-加함(뚫

f • ι& 射tio群) 라 한다. 01 때

Q 다읍의 定웰카 항立한다·

효理 3. 任흉、의 A-加群 A 는 어 던 펠헬加群 Q의

部分加群과 同型이다. 換言하연 0-• .\-• Q

(exact) 인 單射加群 Q가 반드시 fftE한다.

A-加群 A 가 O 및 그 自 身을 除外하고는 펌G分1;0

群을 가지지 않 o 연， 뭘純이라 하고， 뿔원난 펌3分

加群의 直合。l 연 $單純이 라 부른다. _1 를 +1;u
群으로 看做하였을 때 半單純이 연

천 째 A 의 오튼 左명~ ideal 은 單밝펴 λ-1m뿜

이다.

둘째 . 요든 A-加群은 射影的이고 同쪽애 單射

大韓數學會등t 數學

5'E理 2. ff:0:의 A-加群 A 는 어 떤 射影tm群의

準同뺏寫像의 f象。 l 다. 즉 A 에 對하여 P一→A

-• o(exact) 인 射影tin함 P 가 반드시 存tt한다.

。 1 장;많룹 活用하셔 보자. 任意의 J一加群 A 에

￡

對하여 A o -• A 인 射影加群 A。 가 存{E한다. 0 I
gl

혜 Kere=L。 이라 하고 위 定理를 적용하연 A一→

h
Lo인 g‘t影110群이 存{E하며， Lo>--• Ao라 찰 때

logt=d 1 파 같이 놓우연

d1 E.
A1- • Ao - • A-• o (exact)

를 얻는다 이 것을 繼續하연 요든 An 0] 射影的。 1

며， A 의 射影分解라고 일걷는 다음의 운호系찌
φ

;\1--• .'\2
\ /
f\iι/ rjJ

;\, 에서 rjJ'P =1

'P
..'1. 1- •.\,

f • ↓야
;'1. 3- •:\, 에서 여'p=gl;
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여 기 셔 Kerd=H(A)로 表示하고 A의 Homology

加群(또는 Homology 群) oj라 말한다. 0] 때 다음

과 갈윤 性質돌이 었다.

첫째 : 0-• H(A) -• Z’ (A) .:..-• Z(A)

-• H(A) -• o (exact)

풀째 : 다음의 圖式옹 可換。l 다.

o 0

l>---B(A)• hA)-• H1A)• o (짧)
$ • ••• B(A)-• A -• Z'(A)-• o (않act)

• •
B'(A) ‘ -B'(A)

t ~
(않act) (exact)

A-加群 A, A' oj 各各 徵分作用훌훌 d, d' 률 가지

에， ..4-萬顧 f:A • A' 가 fd=d'f흘 만족하면 f
훌 d-.옳像。l 라 假稱한다. 지급 지g 7t A→A' 의

tJ-.훌像。 l 고， S: A• A' 안 ..1-萬像。I 었어 Sd+

d'S=g-fo]연， f 와 g 는 homotopic 야 라 하며 , s
훌 f 와g의 homotopy 라 함다.f와g 가 homotopic

。I 연， 야흘호푸혀 훌흉尊판 ~A' 의 Homology휩

H(A), H(A')샤야의 群擊同행鷹像 f., g. 는 同

-한l 證明훤다. (0] 예 f., g.풍율 homology훌

像야라고 말하는 경우가 있다)

훌훌 4. ..1-加群 A'， ~A" 가 徵分作用훌훌훌 7t
지며， A' >-• A-• A" 앨 때， 다옴의 完全系列

윷 얻는다.

……-→H(A")-→H(A')---+H(A)~H(A")

-→Z'(A')-→Z'(A)~Z'(A")~O(않act)

아i승Z(A')-→Z(A)-→Z(Aη~H(A")

-• H(A)-• H(A")-•…... (exact)

A 가 A-加春인 훌。].i1. .A크A， A3x, Y 에 훨

하여 λ (xy'j =(λx)y=x(쩨)가成立획연 A률 A上

외 多J[;覆이 라 함다. 01 경우 AO, AI, ……, A’, …

藥。1A 의 ..1-'都分加群。l고

A=EA’ (直合) Ak·NcA·+1

。l 연 A 훌 A上의 有階多元훌。l 라 함다. oj 때 Aw

옳 A 의 n 켰成分， M 의 元 X 는 有限合， x=1;"’,

X"EAn 호 表示되며，X"용 x 외 n 것成分， M 의 홉g

~1Jn群 No] N3x o] 연 .t"EN 갤 때 N윷 M 의 同

次짧分加群等o 호 各各부룡다.

위의 有階多元覆 A 가 -켰嚴分作用素(애연 t

에 훨하엑 dn : A‘• An+l, d-+1d‘ =0) d훌 가자

Cokere

또 LO>뾰 A'

6
A-• Z'(A) -• B’ (A) ---+ B (A)

---+ Z (A) ---+ A

야 系7!1애셔 d : Z'(A)-→Z(A)와 갈。l 定훌하연

다음이 成立한다.

d
첫째 : 0-• B(A) -- Z(A)-• Z'(A)

-• B'(A) -- 0 (없act)

둘째 : Cokerd=Z(A)!B(A)=Ker(Z’ (A)

-B'(A»=Kerd

的。l 다.

훌01 成立한다. 그려고 單射加群 Q 에 對하얘 Q

>• A--B는 반드시 分解한다.

위 定理를 任寬의 A-加群 A 에 活用하엑 보자.

e d얘

0-• A-• AO-• A'-• …...
d-

-• A‘ -• Aw+l-• (exact)

。l와 갈운 單짧的分解에서 애 변 % 에 짧하여 A‘

=0 01 연 A’ +1=……=0 0] 월다. 01혜함 가장 착

응 ,윷 A 의 (A-)單射켰元01 라 푸료며 i며강뼈J. A

(또는 I. inj깅imJ1 A) 로 表示한다.

3. Homol앵Y

A-加群 A 애 對하역 A-萬짧 d:A-→ A 가 dd

=0 0]연 d를 徵分作用素라 하고， 0] 경우 다음

워 훌g훌훌를 定훌훌한다.

Z(A) =Ker d(輪뿔加群)， Z’ (A)=Cokerd

B(A)=Im d(覆界加群)， B'(A) =C이md

야 떼 0: B'(A)응B(A) (同훨)이며，

A ---+ Z' (A) -층 B' (A) =A--B' (A),
B(A) •• Z(A)

훌의 A-훌훌像。l 았기 때 운에 d는 다읍과 강。l 分

解펀다.

g

A•• AU 안 單훨如群 N7t 았다. 01 혜
e TO

=LO 라 하연 A>-• A°'-:"• LO 01 며

f.LI 가 成立하는 單射加群 A' 01 存在한태
e tJO

8써'r=dO 라 하면 0-• A-• AO-• A' (exact)

흘 얻고， 01 것율 響훌훌활 때 모든 A‘ 야 單용*加훌￥

。l 며， A 의 單射的分解라고 일걷는 다읍의 完全

系列올 얻는다.
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하여 '>'z·γg 가 εf 되게 定옳되어지면 乘法系라 하

고 'ff3e 알 혜 γ2 ， e='>'2' f:'t1='>'1 윷 滿足하면 E윷

桓等元。1 라 부른다. 乘法系 g 가 다음율 滿足하

연 抽象 Category 라 한다.

(i) 'ff3γI> η， '>'s 에 對하여 '>'. ('>'z'>' I) 운 ('>'.

'>'.)γl 야 定훌훌되에질 혜만 定義되고， 이젓융

'>'sγ2'>' I로 表示한다.

(삼) '>'."(iγl 윤 γ{Iz 및 "fiγI 야 閒時에 定훌되 여

질 때 定훌훌훤다.

(iii) γB종 인 γ 에 對하여 "feu ez'>' 인 빨等元 au

£.01 存在한다. (이 갱우 톨훌jGEIt ez는 P훌

-的。1 다) ('ff 의 元흩용 驚像。1 다)

iξ훌훌 2. Category f(j' 는 Object c 훌과， 쩔홈像 γ

플의 集合으로 形成핀다. 01 빼 {'>'}는 抽象 Cate­

gory 흘 야루며 , Object 의 集合 {c}는 야 抽훌

Category 의 桓等元으로 훤 홈B分集읍과 1對 l 의

활應윷 한다. (곧 Object c에는 휩훌훌元 Ie 가 P옳一

的으로 對應하며 。1 혈도 圓。1 다). 봐라셔 γ 에는

7ιI' £C1."I 인 Cit Cz 가 唯一찌우로 對應하며 ， 01 경우
Cit C2흩 Y 의 흉흉城 및 f直城。1 라고 부른다.

A-複合體호부터 Homology 群옳 課훌한 H 와 갇

。1 Category 사이의 *훌像인 Functor 를 5E義함윤

팩 범然的。1 다.

훌훌 3. re.~흘 Category 라 하자. 다음 條件

윷 滿足한 T를 f 에서 링 에의 ~變 Functor 라

말한다.

(i) ￥3c， f :::::} T(c). T(f)E~
(갑) C" Cz 가 f의 變城과 f直城。l 연 T(cl) , Tecz)

는 T(fJ 의 變域파 植城야다.

(iii) f 7r f6'의 힘等元。 l 연 T(f);£. fj) 의 힘等

jGol 다.

(i까 지 gE~. gfE f(j':::::} T(gf) = T (g)T(f)

E~

연 A-複體라고 말하며， oj 경 우 1m d-ζKer dn+1 01
으로 다음의 進完全系列을 얻는다.

dO d1

A: AD-• N-• Az_• ••..••

d‘
-• An_• An+!-• .

8‘ -I ep*n
...-• H--I (N) -• Hn(L) -• H‘ (M)

CjJ.- -- - - {j’
-• H’(N)-• H‘ tl(L) _• .

(얘 기 에 서 6‘ 풍운 運縮薦像。1 다)

이 때 Ker d’11m dd=Z’ (A)/B’ (A)=H"(A) 와 갑

이 죠며， 01 젖윷 A 의 n衣 Homology 群이 라고 함

다. 얘기셔 Z(A)=J;Z’ (A) (直合)， B(A)=J;B에A)

(直合) 및 H(A) =EH" (A) (直合)等옹 A 의 同훗部

分加群이 원다.

A-複體 A=};A‘(直合)， B=J;B‘(直合)의 敬分

作用쫓윷 요우 d 호 表示하연， A 에셔 B 에의 O
次 A-협像 f 가 df=fd (가명 , d"fn=!"+'d‘) 01연
覆體爾願이라 한다. 여기셔

!(Kerdn=Z‘ (A))cKerd‘ =Z‘(B),

!(1m dn- I=B’ (A))ζIm dn-'=B’ (B)

가 成立하묘호 다음의 可換圖융 얻는다.

P
Z(A)-‘ R(A)f r-, "0 -- r7* cp， ψ : 自然的짧屬

I "0 I f*
z(B)부H눔) f*: f 의 homol앵Y離

휘의 경우 fit f2 가 A→B 의 두개의 홈뿔뚫像일

혜 A 에 셔 B 에의 -1次 A-형像 s 가 있에 ds+

sd=fl-f2 0 1 연 ft"'=자* 가 없TI.됩。 1 證明원다.

이 때 fit fz 는 homotopic 이고. s 는 fit f. 의

homotopy 01 다. 그리고 任意의 A-加群 A 의 射훌4

및 單射分解는 A 의 A-홉뾰。1 며 同型짧慶 A• A

혜문에 A 의 얘려 개 存tE할수 있는 射影벚 單射

分解는 同型의 見地에셔 보연 各各唯一的엽이 證

明훤다.

cp ψ

훌훌 5. A一複體 3項完全系꺼UL>-→M--:"• .. N
에 對하여 다음의 homol(횡Y群으로 펀 無限完全

系列율 얻는다.

萬若 (ii) , (iv) 에 다음의 (ii)', (iV)i 01 代置되 연

T 는 反쫓 Functor 라 한다.

(ii)', Cit Cz 가 f의 變域 및 {盧城。1 연 T(cz) , T

(C\) 은 T (f) 의 變域파 {直域。1 다.

4. Category와 Functor (iv)' T (g/) =Tσ)T(g)

位相호間와 連績寫像， 群과 群華同型寫像용율 가령 A-複體의 A 의 Homology釋 H(A)의 H 는

‘同時에 생 각할 때 Category 의 職念에 到連한다. 共變 Functor 이 다. 그러 나， Category CCItκ 를 變

::€훌훌 1. 元 γ 즐의 集合 g 는 "(I' 'YzE'ff 에 對 域， Category ~ 흘 直域￡로 갖는 Functor 가 있
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활하역 다읍의 完全형列윷

桓等驚훌훌。l 다.

Hom (g, i.)
? Homd (B,C)

Vol. 3, No.1않‘6. 10

다. 0] Functor T 는 fl' cIE~I; 좌， C2ε~2 에 對하

여 T(cI'C2)E~， T (fl'자)εg 가 成立한다. 0] 와

같。l 두 개의 變활를 갖는 Functor 에는 얘려 가지

種類가 였으나， 두 變활에 對하얘 .5!..두 共變인 것

과 -‘變數에서는 共變， 他에는 反變안 두 가지 가

Homology代數에셔는 重훌한 짧훨I을 한다. 이들

의 例를 다음에 돌어보기로 한다.

f쩌 1. B 는 右때 A-加群. C는 左뼈 A-加群

인 경우 B3b, C3c 에 對하여 組(b， c) 를 基로 갖는

Z-自由加群 Z(B， C)흘 만올고， 다음융 網足하는

元들로 된 가장 작용 Z(B, C)의 部分加群율 Y(B，

C)라 하차. 단 b, bl, b2εB; C, Cit C2εC; λEA 이 다.

( i) (b l +bz, c) - (bl , c) - (bz, c)

(ii) (b, Cl +cz) - (b, CI) - (b, cz)

(iii) (bλ c) - (ι k)

여 치 셔 Z(B, C) !Y(B, c)=BQ9d C훌 定훌하연

B®AC 는 Z-加훌。l 며， 0] 것윷 A上에셔의 B， C 의

T없sor 覆。l 라 일컬는다• b®c를 (b,c) EZ(B, C)

의 自然的驚像에 의함 像， 흑 B®dC 의 元0] 라 하

면，

(bl +bz) ®c=bl®c+cz®c,
b® (el +cz) =b®cl + b®c2t b.λ(앓=b®λc

等야 成立한다.

Tensor積 @d는 푸 훌數에 관하여 요두 共變인

Functor 01 다. B, B’ 운 右빼 A-加群， c. C' 는 左뼈

A-加群。l 면， f.tltfz : B• B’ ; g , glt gz : C• C' 인

A-寫像에 對하얘 f @g: B®~→B'®~'를 σg땅)

(b@c)=f(b) @g (c) (bεB， cEG)되게 定義하연

f® (gI+gz)=f@Gl+f®li2t
(fl+ fz) ®g=fl®K+ fz@g

가 成立한다. 뾰효 ® ...는 加法的 Functor 01 다(위

式。l 成立되는 Functor릎 加法的。l 라 하며 ， /1+/z

는 B3b 에 對하예 (f1+/J (b) II(b) +/z(b)율 뜻

한다. 以下 요두 。l 련 뜻￡흐 使用판다. 그리고

B", C" 가 各各 右圖 및 t£뼈 A-加群야고， f :
B'• B", g': q• C" 0] 면， 또 다읍。I 成立펀다.

(f’@g') (f~용)=f'f®g강

:iE쩔 6. 右때 A-加群 B', B, B" 에 對하예

J g
B' •• B-• B" 0]고 C 가 左뼈 A-加群。I 연 다

음의 完全系列윷 갖는다. 단 Zc 는 C• C 의 휩等옳

像야다.

I®i. g@ic
B’®~-→ B®£-• B"®£-• O(없ct)

에 性寶을 右完全。I 라 하며， B 폴 포는 C 가 射

影iJrl群이 거 나， 위 3項完全系列이 分解되면 B'®

C •• B®dC-• B"<8lAC 인 젓야 다.

91 2. B, C 가 모두 右빼 또는 左빼 A-加群일

혜 B• C 안 모든 A-寫像의 集合을 Homd(B,C)로

表示하연 쩍흉像의 -般的 찌g法역 의하여 。l 것윤 z­
加群야 다• f: B'•B, g:C• C' 가 A-萬屬， 1>E
Homd(B,G) 에 훨하여 g1>fEHomd (B', C') 01묘로

Hom(지 g) 1>=g1>1되게 定훌훌하변 Homd (B, C)는

B 에 關하얘 反變， C 에 關하여 共變인 Functor 야

다. (~η짧， Hom (지 g) : Hom... (B, C)• Homd(B’,

cι 二려고 0] 젖운 加홉的 Functor 0] 다. 왜 냐하

연，f， fl.tzEHomd(B' ， B페); g， gl， gzεHom띠Aμ(κC， C')

A싸-훌옳훌像， f' : B"ι넉-→→B'，’ g': C'• e" 에 쫓對*하얘 다음

。l 成立되 지 빼문이다.

Hom(지+f 2t g) =Hom(fltg) +Hom(좌，g)

H뼈아gl+gz)=Hom(f，gl) +Hom (f,gz)

Hom (fl ’ , g'g) =Hom (f',g') • Hom(지g)

훌훌훌 7. (右뼈) A-加群 B', B, B" 맞 c 그리고
f g

B' •• B-• B" 에

얻는다. 단 i.는 C 의

0__ HomAB",C)

Hom(지 i.)
? HomA(B’, C) (exact)

。l 性質울 左完全。l 라 부료며， B 즐야 射影加!

홉， C가 單射加群 또는 3項 完全系列。l 分解。l

연 HomAB",C)~ Homd(B, c) -• HomAB',
C) 야다.

빼 3. 右뼈 A-加群 A, 左個 A-iJrl群 B의 射髮

分解를 各各:

d‘…....-• A,.-• A,.-I--······
d. s

-• AI - • ~-→ A-웅 o (앙‘act)

d"
······--B.. -• B‘-1-• ••••••

d.' s'
--B1 - • Bo- • B-• o (exact).

얘기셔 Z-加群

T .. (A, B) =}; (A1<8lAB..) (단 n=l+m)

훌 定훌하면 다음외 Z-훌훌훌 얻는다·
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d0d’
......-• Tn(A,B)~ Tn_I(A,B)-• ..

--• TI(A,B) 一→ To(A, B) -• 。

이 複體의 Homology 群 假令 n次 Homology 群

윷 TorA
• (A, B) 로 表示하연 TorA는 Functor 언

바， 01 것을 Torsion functor 라고 부른다. (그寶 de­

rived functor 의 하나다) 이 것 에 關하여 다음 定理

가 成立한다.

1겉理 8. A' , A, A" 는 右없n A-till群， B 는 左없n

A-加群， A’←→A-A"에 對하여， 야을의 射

影分解로 만플어진 Torsion functor Tor·J 를운 다

음의 完全系列을 만든다.

….....-• Tor1(A',B) -• Tor~(A， B)

-→Tor~ (A" , B) -→ Tor~_1 (A', B) -•…­

...-• Tor1(A",B) -• Tor:(A',B)

-• Tor';(A, B) -• Tor~(A"， B) -• o(exact)

그러 나 Toro;(A', B) 응A'0AB. Tor~\A ， B)응A0A

B, Tor:(A", B) 응A"0. 1B 이 으로 위 系列의 꿀 部

分운 다음우효 代置하여도 좋다.

-- Tor·!(A", B) • A'@)3-• A0A

-• A" 0A써B-→ o (exaα)

f쩨 4. (右없o A-加群 A, B의 射髮및 單射分

解를 各各:

d‘
…-• An - • An - I - •……

dl E.
-• AI - • Ao- • A-• o (exact)

E.' d'l
0-• B-• BO-• BI ‘-+.

d'n
--B"-• B"+I (exact)

여기서 z-加群

T ‘(A. B) =2;HomA (AI' B‘) (단 l+m=n)

를 定義하연 다읍의 z-複體를 얻는다.

Hom(d,d')
0-• TO(A,B)--• TI(A, B)

-• -• T‘ (A,B)-• .

。l 것 위 Homology 群 가령 η 次 Homology 群을

&αA(A， B)호 表示하연 Ext.1 는 Functor 인바， 01 것
응 Extension functor (Derived functor 워 一種)

라 부른다.

足理 9. (右뼈 ) A-加群 A', A, A" 및 B, A'

•• A-• A" 에 對하여 A 들위 射影分解， B 의

單射分解호 안들억진 Funct or Ext.1는 다읍의 完

"*韓數學會誌數學

全系列을 만든다.

0-• Ext:1 (A", B) -• Ext:4 (A, B)

Ext"A(A', B)-• Ext~(A"， B) -• .

....-• Ext:1- 1(A’, B) -• Ext~(A"， B)

-• Ext:1 (A,B)-• ... ... (exact)

그려 나 ExtACA", B)응Hom/A"， B) , ExtA(A, B)

은HomA (A, B) , Ext:1 (A ’, B) 은HomA(A'B) 야 기 때

문에의 系列의 첫 部分을 다음것으로 代置하여도

좋을 젓이다.

0-• HomAA",B) -• HomA(A,B)

-• HomA(A',B) -• Et~(A"， B) -• .

5. 훌훌 훌

以上의 諸擺念을 土훌로 하여 Homology 代數는

더욱 發展한다. 가령 有限群， Associative Alge­

bra, Supplement Algebra 및 Lie Algebra 等에 適

切한 係數環율 定養하여 覆睡를 만들고 그 Ho­
mology 群인 Tor A, ExtA 를 만률에 그플의 HomJ­

logy 및 Cohomology論율 建立하여 야 즐 代數系를

除合쩍으로 特嚴지우려 한다. 여 기 셔 가령 群의 2

次 Cohomology群 Ext~ 과 그 據大論。1 連結되 여

群擺大論율 그 Comology論우로 解決토록 努力도

한다. 더 나아가 。l 을운 類뿔論에 깊。1 파고 들어，

그젓의 理꿇을 再編成하기도 한다. 그려고 Homo­

logy 는 딩身의 理論發展을 톱기 위하여 새로운

理論 곧 Spectral Sequence 論等윷 찾야 내 기도 한

다. 뿐만 아니 라， 射影， 單射的次元等운 加群 및

環등의 一面을 特徵지우려 한다. 01토록 福 넓운

Homology 代數의 全面에 걸친 解說에 있어 셔 ~

직 筆者의 力不及을 한탄할 따름이 다.

數學의 各分野가 그러하풋 Homology 代數도 그

基本廳念。l 內包하고 있는 性質을 찾는 途中 以

外의 젓윷 發見하여 새로운分野를 建設하기도 한

다. 그 하나의 例가 Category 論야라 하겠다.

Category論윤 發展하며 數學的 集合파， 그플 샤

이 의 寫像을 同時에 考發하는 數學의 分野는 結

局 Abelian Category 論엄윷 證明한다. (1960年，

Freyd 및 Mitchell) 이 러 한 Abelian Category 는 그

定義에 複雜性을 갖고 있우며， ft表的A로 볼 때，

Freyd 와 Machane 의 그것에노 多少의 差異가 있

(p.21로 계속)
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diction. Hence X is paracompact.

Corollary. Lemma 1and Lemma 2 are sufficient

as \H'll ~,S necessary for paracompactncss res­

pectiYely.

Proof. Paracompact space --=} Lemma 1. =}

Lemma ~ => Theorem 1=} Paracompact space.

References

Bourbaki, ~.:

[lJ ToPologie generale. .-\ctualitcs Sci. Ind. Paris,

Chap. 1, 2, 1951.

[2J Topologie genRrale. Actualites So., Ind.,

Paris., Chap. 1. 2. 1961.

COl'SOl. H. H.:

L1] The definition of paracompactness by un­

ifonl1itics, ,".mer, J. ~lath., 80 (1958) : 185-190.

Dieudonnc. J.:

(p. 31 et] --'1 7'l14f>
q. :'f?f~ l·ni\-ersal product it A~ ~ ~A'W9

"A :\ate on Abelian Categories" et~ --'1 .-'\belian

Category$.j lE.tIi~ JttlZJYJ ~':;;"fr(fJ.£.~ 'IE~'5"}exj

5. q):q.
+td *~ *.9..'i1J<1, Homology f;:ttot1 ~,*it

7}"-1.:il co., ~- I~'5"}e;J ~ BI~it 41 '5"}exj $~.

B ~ ~ ii
1. 51~hk, /FF : mll;:~~mijQ I,~5, 6, 9.lj't, 1960.

[lJ Une generalization des espaces compacts. J.
Math. Pures .-\ppl, 23 (1944), 65-76.

Kelley, J. 1.:

[lJ General topology, D. Van Nostrand Camp.

Ine. ;.Jew York, 1955.

MichaeJ, E.:

[lJ A note on paracompact spaces, Proe. Amer.

~lath. Soc., -1 (1953), 831-838.

[2J Another note on paracompact spaces, Proc.

Amer. Math. Soc., 8 (1957), 822-828.

[3J Yet another note on paracompact spaces.

Proe. Amer. Math. Soc., 10 (1959), 309­

314.

Stone, A. H.:

[lJ Paracompactness and product spaces, Bull.

Amer. Math. Soe., 54 (1948), 977-982

(Sogang College)

2. Eilenberg, Steenrod: Foundations of Alg!'braic

Topology, 1952.

3. Hilton, Wylic: Homology TJu'or) , ~0v0.

4. Northcott: An Introduction to HomoZogical

Algebra, 1950

5. Cartan, Eilenberg: Homological Algc>a, 1955.

90 MacLane: Homology, 1963

<1l~*~BI.:>

- 21-




