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e解 說<>

노릅홍間에셔의 微分에 판하여

1. 藉 짧

初等微積分學에서 우라가 먼저 다쭈게 되는 것

용 園數 y=f(x) 를 주었윷 혜， 한 점 Xo 에서의

f의 徵係數를 구하는 問題。l 다. 이것윤 微係數률

구하는 定義過程을 따라서

(1) 獨立變數 x 의 Ax 만큼의 變化에 따혼

(2) 빼數 y 의 變量을 ~Y 호 表示하였울 혜

(3) 만일 lim 우갇= lirn f(자 +D..x)-f짝L
6.r-• O “ Ao A .z-f>O aι

외 極限(直가 存在하연 우리는 링힘數 f는 點 Xo 에

셔 微分可能。l라 하였고， 그 極限i直롤 f' (Xo)로

요시하었다. 그리고 f' (Xo)의 幾{可塵的 뜻도 우리

가 잘 아는 바이 다. 즉， 曲銀

Y=f(x) … ……..(1)

위의 點 P(xo, f(xo» 에 셔 그 곡선에 그용 趣線

의 기울지 가 곧 f'(xo) 로 표시되므로 點 P(X，야 f
(xo») 에 셔 그 曲線에 그운 援銀의 方뚫式옹

Y=f(xo) +f’ (x.씨 (x- Xo ) ••••………….. (2)

따라셔 同-한 x 확표에 대한 곡선 위의 짧의

y 좌표와 援線上의 y 좌표와의 훌는

F(x)三fex) - f(xo) - f' (%0) (x- Xli) …(3)
야다.

그려면 곡선 (1) 위의 한 쩡 P(Xo. f(xo» 에 셔

곡션 (1) 에 대한 援鍵。l 란 도대체 무엇인가? 우

리가 直觀的으로는 “곡선 워의 또 한 점 Q(x, f
야»흘 잡아 짧線 PQ 를 생각하고， 접 Q 가 푹션

울 따라 點 P 에 接近하였율 혜의 極限의 경우가

곧 點 P 에 서 의 援線。I다”고 說明하고， 또한 。l

程度의 짧明으호 初等微積分융 배우는 거의 오둔

大學新入生들도 何等의 疑心율 품율 餘地가 없는

것으로 받야돌인다. 지금 우리는 위와 갚윤 直觀
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y=x-1 ···························(4)



이 될 것이다. 왜냐 하연 同-한 X 좌표에 대한

휴선 (3) 과 直線 (4) 위의 點의 좌표의 差는

x8 + 2x2 이 나 x 가 0 에 가까우연 x8 + 2x2운 x 에

比하여 高次의 無限小가 되기 때문이다.

讀者諸位는 위에셔 말한 定議에 따르면 果然

우리 가 授擬의 方程式을 얼음을 確認하여 보시 71
흘 바란다.

以上융 綠合하여 우리는 다음과 같이 말할 수

있겠다.

뼈數 :;-=f(x) 에 대하여 적 탕한 常數 a 가 存걷E

If(x) - [(Xo) -a(x- xo) I
하되 1따1 IJ \'" I - J ~"'_Ol _ ~ \~ "'01 I 0.•.... (5)

x→~: Ix- xol

。1 成立하연 우려는 a=f' (xo) 호 나타내고， 01 것을

f의 Xo 에 서 의 微係數， 그리고 이 때 f는 Xo에 서

미분가능이라 한다• (/(xo) +a (x - xo) 는 點 P(xo,
l(xo) 를 지나고 기울기 a 인 直線上의 x 에 대한

y 좌표업 에 留意하라. )

2. 노톰휠聞에 있어서의 第-次 徵分

微分法의 觀念을 一般호間으로 據張하는 떼 우

리의 出發點운 앞에서 본 等式 (5) 이 다. 이 等式

(5) 를 念頭에 두연 다음의 據張이 멈然的인 것으

~ 생각될 젓이다.

지금 E 와 F 를 두개의 노홈공간이라고 하고，

.Ie (E, F) 로 E 위 에 셔 F호 가는 모든 連續 線變(線

形變換)을 나타내기로 한다. 開集合 VeCE 위에

서 定義되고 F 로 가는 運續뼈數 f 가 한 정 "0 에
써 默分可能。 l 라 하는 젓을 다옴 같이 定義한다.

[I [(x) - [(xo) 一 U (x- xo) 1I _rI
3uE:£'(E,F)편벌 llx-xo il -o

...... (6)

여기서 式 (5) 와 式 (6) 의 놓랄만한 類似에 훌眼

하역야 할 젓이나 (5) 에 서는 aE.!l' (R, R) , (寶數 R

에셔 實數 R 로 가는 連續繼變 즉， x•ax) oj 었￡

나 (6) 에 서 는 μE.!l' (E, F) 호 바뀌고 (5) 에 셔 寶數

의 細對f直。I었던 것。J (6) 에 셔 는 各各 호間 E• F
제셔의 노름으로 바뀌었윷 뿐。l다.

定理 1. 1뼈數 f 에 대한 假定。l 위와 갇율 때

f 가 Xo에서 徵分可能이연 (6)율 만족시키는

uE£'(E, F)는 一意的으로 決定된다.

證明. 지 금 u, vE£'(E, F) 가 同時에 (6)을 만족

시킨다고 하고 T=u-v호 놓」ζ연 TE.!l' (E, F)

大韓數學옳뚫數뿔

。l고 우리가 밝혀야 할 것은 T=。 이 다.

T(x-x시=(U-v) (x-xo)=u(x- xo) -v(x-xo)

=[f(x) - [(xo)- ν(X-Xo)J

-[f(x) - [ (xo) - u (x - x)J 01 으로

IIT(x-xo)Jf If[(x)- [(xo)-씨x-xo)II
Os파n slim

x→~ II x-xo /I ~~:- i!x-xo Ii
II f(x) - f(xo) - u(x- xo)II-()

+Iirn:
s•xb |! x- xoU v

즉 파n/I T(x-xo)1I =0 이으로 y=x-xo 로
’ s • :: IIx- xo l/

놓아

,,_ II Ty II _Il

F0개괴i-V

그러므로 업의의 e>O 에 대하여 '1> 0 0 ] 존채

하되

O< iIY :l s '1 • 」LIELSE
IIYil

따라서 X추0 에 대하여

=갚rx 로 놓으면 lIy lj= 'Y 01드호
Ilx/i

IITyl’」r녔..'L :S;;;e ， ~ IITxll
”새 ’ IIxll ./-

'Y -

즉 과작JL <'
IIxll •

I'T x lI
따라셔 liT II =sup 'JI"':.~'" :::;;;e

X추~ !I x !l

e>O-은 엄의이었A드로 T=O, 이젓윤 곧 우리

가 到達하려고 하였던 것이다.

定藝 2. 티 F 를 두 노름호間， DeE 를 開集合

。I라 할혜 U 위에서 定靈되고 F 로 가는 연속

빼數 f 에 대하여 한 첩 XoED에서 (6) 을 만족

시키는 uε2(E， F) 가 존채하연 이 μ 흘 f의 XO

에서의 -次微分。I라 하고， 01 것을 기호 f ’ (xo)

또는 Df(xo) 효 표시하고 그 한 점 yεE 에 셔 의

(F 안에 서의) 값 u (y)를 ['(xo)·y, ['(xo;y) ,
D[(xo) -y 풍으로 나타낸다.

호藝 3. [가 U 의 各點 x 에 셔 -次可徵(微分可

能)일 때 f는 U 위 에 서 -次可微라 한다. 0] 혜

xεU 에 대하여 f의 x 에 서의 一次微分 D[(x) E

2(E, F)을 다웅시키는 뼈數 즉 xeD• Df (x)든g

(E, F)를 D[ 로 나타내고 만일 Df 가 U 위 에 셔

연속 (2(E, F)도 노름호間임에 주의)일 때 f는

U 위 에서 連續的요로 -次可微라 한다.

-- 2 3-
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f 가 U 위에서 連續的으로 一것可徵。1연 園數

Df:U • !l'(E, F)

에 대하여 위에셔 f 에 대한 論法을 反復활수 있

는 것야므로 우리는 Df의 一次徵分을 생각활 수

있고 。I 혜 。1것을f의 二次微分。I라 하고， 따라서

기호 D갱If(%o) ， D2f 풍의 풋도 짐 작이 갈 것이다.

다만 D2f는 U • !l' (E, !l' (E, F))로 가는 힘윌數가

된다.

3. 짧分홉의 諸公式

위에서 定義한 一般빼數의 徵分法에 대하여 우

리는 해等徵分學에셔 이마 成立하는 諸公式。I 果

然 어느 뚫度로 擬張。l 되겠는가? 本是 위의 定

훌훌가 챔等微分 等의 擺;念의 -般홍聞에호의 據張

。l 였으으로 大部分의 基本定理가 그대호 據題될

것이 期待된다. 사실 다음에 列흉흉하는 公式줄。l

成立한다.

定理 1. E, F 를 두 노홈호閒， UζE 롤 關集合

f:U→F‘ 훌 상수함수라 하면 Df=O

證明. 自明

定理 2. E, F 를 두 노홈호間， TE..2'(E, F) 라 하면

T 는 一것可微。I고 DT(x)=T (xEE)

證明. 엄의의 한 정 x。εE플 택하연

T(x)=T(xo) +T(x-xo)

에서 픔 DT(xo)=T업을 얄 수 있다.

솔理 3. f와 g 가 點 xoeU 에셔 可徵。I면 f+g

도 Xo에 셔 可徵。l고 (f+g )' (xo) f'(xo) +g'

(xo)도 A가 스칼라얼 때 ).f도 Xo에 셔 可微

。1고 ().f) , (xo) =).j' (xo)· 따라셔 Xo 에서 可徵

인 오든 빼數들의 棄合응 백터호閒율 이푼다.

*를理 4. (徵分의 連鎭律) E, F, G훌 쩨 노릎호

間， UζE， VζF 흘 關集合， f: U• F, g : V

→G릎 연속함수， f(U) ζV 이라 하고 f는

xoeU 에 셔 一켰可戰 g 는 Yo f(xo) 애 셔 一켰

可微。I연 그 合成뼈數 h=gof는 %0에 셔 一켰

可徵。l고 h' (%0)~g' (yo) of' (xo)

。 1 證明응 省略하나 f' (:to)e..2' (E, F) , g' (yo) e..2'

(F, G), h'(x야!l' (E， G) 업 에 주의하여 讀者째셔

試圖해 보시기를 바란다.

다읍얘 徵分學에서 가장 重훌한 定理의 하냐안

2jS월{直定理에 대하여 보연， oj 혜는 等號 대신에

一般으료 不等號가 쟁렵한다.

솔理 5. (후행植定理) E, F 흘 노홈호間， UcE
훌 開集合。l라 하고 f:D→F‘ 가 U 위에셔 ‘

켰可微라 하자. 만얼 %00 yoeD 1?1고 閒擬分 [x아

yo]={txo+ (l-t)yo : te[o, 1]}cU 01 연

IIf <Yo) - f(Xo깨되IYo-xo" sup gDf(x) 1f

xe[xoo Yo]

훌훌明 : xo=ν。 01 거 나 또는 sup DDf(x) B=∞ 이연

위의 不等式은 xe[x" Yo]

自動的 o로 成立하으로， 우리는

Xo=FY。 이고 M=sup II Df(x) 11<'∞
xi[xo>Yo]

인 假定 멜에 충명한다.

지금 엄의의 2>0 에 대하여

X={xε[xoo Yo]: ‘J(t) - f(xo)B~ (M+e) Dt-μ& ‘

(te[x，어 x])}효 定훌훌하면 위선 xoeX임은 分明하

고 또 만알 xeX 01 연 [싸 x]ζX 01 다. 지금 寶數

R 에 셔 푸 첨 Xo 와 ν。 를 맺는直緣上의 點 o 로

가는 1-1 대웅 A→ xo+λ(Yo- Xo)훌 생각하면

).=0 에 대하여는 xoeX이고 위 에셔 온 xeX 01
면 [.~o> x]ζX 의 관계에 의하여 만얼 Ao에 대하

얘 xo+ J.o (Yo-xo)eX야면 [Xo> Xo+Ao ω。-xo)}

ζX 01 다. 따라서 지금

A=={).e[O, 1] : xo+).(Yo-xo) eX}

로 놓A면 0eA 01고• .:E. 0 <;leA 01 연 [0, 꺼ζ4
01다. 지금 μ=supA 라 하면 μ=1 엄울 말향

수 있￡면 定理의 충명용 끝난다. 만알 μ <1 0 1
라 하고 μ 에 대한 鍵分 [xOt ν。] 위의 접을 Zoo

즉

zo=xo+μ(Yo-xo)

라 하면 f는 zo 애 셔 -것可微01으효 처옴애 훈

2>0 에 대하여 0>0 가 존쩌하되

{zeE : If z- z，매 <B}cU 01고，

zeD, IIz-zo l1 ~o→

B!(z) - f(zo) -Df(zo) (z-zo)ll::;;e II z-zoll

야 成立활 젖야나， 01는 끌

If z- Zo If ::;;0 • ’J (z) - f(zoH~ 1/Df(zo) lI /IZ-Z，써

+ellz-zoll~ (M+£)8 z- zol1

그런떼 zoeX (이 중명운 간단하드로 省略) 01 으

로 定훌훌에 依하역

If f('~o) - f(zo)ll~ (M + e)Uzo-xolf·
그리하여 만알 ze[z，어 Yo], Ilz-zo 11~{j 인 z 훌 빵

- 2 4-



하연

II fez) - [(xo) liS: II fez) - [(zo) /I + II [(zo) - [(xo) II

즈; α1+ e) h-zo ll + (M+ε) 11 Zo-Xo II

=(M+e) l/z-xo l/

(xo, zo, y。 가 同一직 선 위 에 았음에 주의 ).

그러므로 만일

z=zo+π월Fν。-xo)=자+(fl+과릎τ)

(ν。 - xo) 이 라 하연

IIz-zoll =--;r:-;-효τIi llν。 - xo 11=0IIYo-xoll
。1 으로 II fez) - [(xo) li S: (M+e) 1/z-xo 1/ 01 되어

。'- 고 μ+-，， -효 .-. -，-，~ eA, μ+-，， -효~>μ/'" II ν。- xo II ~." /'" II ν。-xoll

이드로 。1것은 μ=supA 에 모순이다.

위의 平均植定理의 應用요로

定理 6. E 와 F 에 대해서는 위에서와 같다고 하

고 UζE 를 連結된 開集合。l 라 하자.

[:U • F

가 一次可微일 때 D[=O←→f는 U 위 에 서

상수.

뚫明 : (←)은 。l미 밝혀진 바이고

(→)에 대하얘 :

업의의 한 접 xoeU 를 택하여

U。프 {xeU : f(x)=[(xo)}

。l라 놓을 때 Uo=U 업을 말하면 足하다. 위

선 f 가 연속빼數。1므로 Uo 는 U 안에서 閒。1

다. u。 가 U 안에서 開이연 U 가 連結되어 았

무으로 결국 Uo=U 를 얻을 것이으로 U。 가 U

안에 서 開엄을 말하고자 한다.

大韓數學會誌數學

한점 νeUo 를 택하연 νeVo ] 고 U 가 閒集슴。1

요로 30)0 하되

Btl (y) 프 {xeU : I/ x-ν l/ < o} cU

。I고 [(ν) =[(xo) 01 다. 지금 xeB tiCν) 01 라 하연

[x, Y] cV 이고 따라서 ~均{直定理에 依하여

ilf(x)-f(ν) I I S: II x-ν II sup II Df(z)!1 zE[x,ν]
즉 lIf (x) -f(xo) 1J S: 0

그러므로 [(x)=f(xo)

따라서 B tI (ν) cU。 즉 Uo 는 U 안에서 開， 그

리하여 위에서 말한 바에 依하여

Uo=U

4. 結 졸

以上에 셔 簡單허 一般빼數의 徵分法에 대하얘

擺說하였￡나 其外에 브1L 강츠-= 1 에 該當하는dx dy

定理 그려고 偏微分法의 擺張도 꺼論 생 각할 수

있고 Taylor 公式의 擺張도 可能하게 된다. 0] 와

같응 一般國數의 微分法윤 Schwartz 의 Distribu­

tion Theory 에 應用되으로 이 方面에 더 仔細

한 知讓을 얻고자 하는 분응 다융의 參考圖書를

얽 o 시 기 를 권한다.

Dieudonn일 J., F71t1zdatioκs of Moderη Analysis,
Academic Press, );ew York, 1960

Nachbin, L., Lectures _'Jl T ’‘ι TJzeory o[ Distri­

따tion， Instituto de Fisica e Matema­

tica, Universidade do Recife, 1964

Schwartz, L., Theorie des distributions I , II ,

Hermann, Paris, 1950-1951.
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