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2)일차원 Boussinesq 방정식에 대한 불연속 갤러킨 기법의 적용
Application of DGFEM to 1D Boussinesq Equation
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요 지
Madsen et al. (2002)이 제안한 일차원 고차 Boussinesq 방정식에 대하여 불연속갤러킨 유한요소법(Discontinuous

Galerkin Finite Element Method)을 적용하였다. 연속적인 Boussinesq 방정식에서 각 요소경계에 불연속을 허용할

수 있도록 공간차분하고, 시간방향으로 4차 Runge-Kutta 시간적분법, 각 요소사이에는 Lax-Friedrichs 수치흐름률을

사용하였다. 계산영역의 양쪽에 불필요한 파랑의 반사를 억제하도록 흡수층을 설치하였으며, 영역 내부에서 조파할 수

있도록 하였다. Luth et al.(1994)의 수중잠제 실험에 적용하여 관측값과 잘 일치함을 확인하였다.

핵심용어 : Boussinesq 방정식, 불연속 갤러킨, 유한요소법, 잠제

1. 서론

불연속 갤러킨 유한요소법은 Reed and Hill (1973)에 의하여 중성자 이송방정식의 모의에 적용

된 이래로, 1990년대 이후 Runge-Kutta 불연속 갤러킨 (RKDG) 유한요소법으로 적용이 증가하고

있다. 개별 요소에 대한 약형식(weak form)의 결과로서 나타나게 되는 요소 경계에 수직인 흐름

률(flux)는 Riemann 근사해법을 이용하여 구하는 것이 일반적이다. 기존의 안정화(stabilized) 유한

요소법(예를 들면, SUPG, 특성선 기반 유한요소법(characteristic Galerkin Method) 등)과는 달리,

그림 1에 보인 바와 같이 각 요소 사이의 경계에서 불연속을 허용하므로, 불연속적인 흐름의 모의

에 유리한 것이 장점으로 알려져 있다. 또한, 이송방정식의 처리에 있어서, 상류이송기법에 의하여

산정되는 흐름률 자체가 필요한 안정성을 제공하기 때문에 추가적인 안정항이 필요없다는 것이

장점이라고 할 수 있다. 최근 국내의 연구로는 Lee (2014), Lee and Lee (2016) 등이 천수방정식

의 연구에 적용한 바 있으며, 국외에서는 Engsig-Karup et al. (2006), Eskilsson et al. (2006)이

Boussinesq 방정식에 사용한 바 있다.

(a) Continuous Galerkin FEM (b) Discontinuous Galerkin FEM

그림 1. 연속 갤러킨(a)과 불연속 갤러킨(b) 기법의 비교
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2. 지배방정식 및 수치기법

다음과 같은 고차 일차원 Madsen et al. (2002)이 제안한 Boussinesq 방정식을 사용하였다.

   (1)
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여기서 와 는 다음과 같이 정의된다.
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접선방향 자유수면 유속(tangential free-surface velocity), 은
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로 정의하며, 는 자유수면 변위이다 (그림 2). 수표면에서의 속도 연직방향 속도 는 보조변수
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
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를 이용하여 다음과 같이 순차적으로 구하였다 (Engsig-Karup et al., 2006).
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는 보조변수를 이용하여 다음과 같이 구한다.
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Padé (4,4) 정확도 모델에 대한 계수 행렬  ,  ,  ,  ,  ,  는 Engsig-Karup et al. (2006)
에 정의를 따라 계산하였다.

그림 2. 일차원 Boussinesq 방정식에서 사용되는 각 변수

각 요소 사이에는 Lax-Friedrichs 수치흐름률을 사용하였으며, 수치확산이 부족한 비선형 문제

가 가진 수치적 불안정성의 제거를 위하여, Engsig-Karup et al. (2006)이 제안한 Savitzky-Golay

필터(Savitzky and Golay)를 적용하였다 ().

불필요한 반사파로 인하여 영역내의 해가 왜곡되는 것을 방지하기 위하여 모델 영역의 양 선단

에 Larsen and Dancy (1983)가 제안한 파랑의 흡수층을 설치하였다. 또한, 영역내 파랑의 조파를

위하여, Engsig-Karup et al. (2006)의 연구에서 제시된 이완법(relaxation method)을 적용하였다.

3. 모형의 적용

개발된 수치모형의 검증을 위하여 Luth et al. (1994)의 수중잠제 실험에 적용하였다 (그림 3).

영역 [-10, 35] 의 수로에서 [-10, -2], [25, 35] 영역에는 흡수층을, [-1, 1] 에는 조파 영역을 설치



472

치하였다. 전체영역을 모두 180 개의 요소로 분할하였다. 조파영역에는 2nd order Stokes 파

(Dean and Dalrymple, 1991)의 정확해를 사용하여, 파고 0.02 m, 주기 2.02 sec, 파장 3.737 m 파

를 조파하였다. 그림 4는 각각 x = 10.5 m, 13.5 m, 17.3 m에서 실험치와 계산치를 비교한 것으로

서 대체로 잘 일치함을 확인할 수 있다.

그림 3. 고립파 전파와 처오름

(a) x = 10.5 m

(b) x = 13.5 m
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(c) x = 17.3 m

그림 4. 실험치와 본 연구의 계산결과의 비교

4. 결론

Madsen et al. (2002)이 제안한 일차원 고차 Boussinesq 방정식에 대하여 불연속 갤러킨 유한요

소법(Discontinuous Galerkin Finite Element Method)을 적용하였다. 연속적인 Boussinesq 방정식

에서 각 요소경계에 불연속을 허용할 수 있도록 공간차분하고, 시간방향으로 4차 Runge-Kutta 시

간적분법, 각 요소사이에는 Lax-Friedrichs 수치흐름률(numerical flux)을 적용하였다. 계산영역의

양쪽 선단에 불필요한 파랑의 반사를 억제하도록 흡수층을 설치하였으며, 영역 내부에서 조파가

가능하도록 이완법(relaxation method)을 사용하였다. Luth et al.(1994)의 수중잠제 실험에 적용하

여 관측값과 잘 일치함을 확인하였다.
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