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Abstract

In this paper, crack detection method using eigen value analysis is presented. Three methods are used: theoretical analysis, finite

element method with the cracked beam elements and finite element method with three dimensional continuum elements. Finite

element formulation of the cracked beam element is introduced. Additional term about stress intensity factor based on fracture

mechanics theory is added to flexibility matrix of original beam to model the crack. As using calculated stiffness matrix of cracked

beam element and mass matrix, natural frequencies are calculated by eigen value analysis. In the case of using continuum elements,

the natural frequencies could be calculated by using EDISON CASAD solver. Several cases of crack are simulated to obtain natural

frequencies corresponding the crack. The surface of natural frequency is plotted as changing with crack location and depth. Inverse

analysis method is used to find crack location and depth from the natural frequencies of experimental data, which are referred by

another papers. Predicted results are similar with the true crack location and depth.

Keywords : Crack detection, Cracked beam element, Eigen value analysis, Finite element method

1. 서 론

보는 기계 산업에서 활용 빈도가 매우 높은 구조의 한 형

태이다. 보의 파손은 전체 구조의 파괴에 영향을 미칠 수 있

기 때문에 정기적으로 보의 파손 정도를 판단하는 것이 중요

하다. 보의 크랙을 탐지하는 방법은 초음파를 이용한 방법,

x-ray를 이용한 방법 등 다양한 방법이 연구되고 있다. 이

중 보의 고유 진동수를 이용해 크랙을 탐색하는 방법은 간단

하고 쉽게 크랙을 탐지할 수 있다는 장점이 있다.

본 논문에서는 보의 고유치 해석을 통해 크랙의 위치와 깊

이를 탐색하는 방법을 제안한다. 세 가지 방법을 이용한다.

첫 번째 방법은 크랙이 있는 보를 이론적으로 해석하는 방법

이다. 두 번째 방법은 파괴 역학 이론을 바탕으로 크랙이 있

는 보 요소를 수식화 하여 보의 크랙을 모델링하는 방법이

다. 세 번째 방법은 3차원 연속체 요소를 이용해 모델링하는

방법이다. 두 번째 방법과 세 번째 방법은 유한요소법을 이

용한 방법이다. 이때에는 여러 경우의 크랙이 존재할 때에

대해 고유 주파수를 계산한다. 이후 타 논문에 제시된 고유

진동수 측정 실험값을 바탕으로 역 해석하여 크랙의 위치와

깊이를 판단하는 방법을 소개한다.

2. 본 론

2.1 오일러 베르누이(Euler-Bernoulli) 보의 이

론적 해석

보가 굽힘 진동(Flexural vibration)할 때, 보의 굽힘 모

멘트 와 보의 수직 변위사이에는 다음과 같은

관계가 성립한다.

  


 
(1)

(: 탄성 계수, : 보 단면의 2차 관성 모멘트)

보의 형상은 Fig. 1과 같이 사각형의 단면을 갖는 외팔보

로 가정한다. 는 크랙의 깊이, 는 크랙의 위치를 나타낸
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Fig. 1 보의 형상

다.

 ≥   ≥  인 경우 전단변형이 매우 작기 때문

에 전단변형을 0으로 가정한다. 이에 따라 자유 진동을 하는

보의 진동 운동 방정식은 다음과 같이 표현된다.


 





 
  (2)

(: 보의 단면적, :밀도)

보의 수직방향 변위는 변위와 관련한 항과 시간에 관련한

항으로 변수를 분리하여 나타낼 수 있고, 변위와 관련한 항

을 나타내는 는 다음과 같은 일반해를 가진다.

 

  sin

cos




sinh

cosh


 (3)

( 
 

 ,     : 상수, : 고유 진동수)

또한 는 다음과 같은 경계 조건을 만족하여야 한다.

자유 경계 조건: ″ ″′ 

고정 경계 조건:  ′  (4)

핀 경계 조건:  ″ 

크랙이 있는 보를 분석하기 위한 가장 보편화된 모델은 바

로 Dimarogonas와 Papadopoulos가 제시한 회전 스프링

모델이다. 크랙이 위치한 곳에 회전 스프링을 추가하여 크랙

이 없는 경우보다 더 많은 회전 변위가 발생하도록 하는 것

이다. 보의 수직 방향 변위는 다음과 같이 크랙의 위치를 경

계로 나누어 두 개의 식으로 표현할 수 있다.

    sin cos
 sinh cosh ≤ ≤

    sin cos

 sinh cosh  ≤ ≤

  




   


   


(5)

(: 크랙의 깊이, : 무차원 회전 스프링 상수, : 회

전 스프링 상수, : 무차원 크랙 깊이, : 크랙 위치)

이 때, , 는 다음과 같은 경계 조건을 만족하여야

한다.

 
′ 

″


″′ 

 
″ 

″
″′ 

″′ (6)


′

′ 
″

이를 행렬식으로 나타내면 다음과 같다.





 






 











 
 

 
 

 
 

 
 

  











 
 

 
 

sin  cos
cos sin  sinh  cosh cosh  sinh 

 











sin  cos
sin  cos sinh  cosh sinh  cosh 
cos sin 
 

cosh  sinh 


 











sin  cossin  cos

sinh cosh 
sinh cosh cos sin 

 
cosh  sinh 

 

식 (5)의     가 무의미하지 않은 해를 갖기 위

해서는 ‘det   ’을 만족하여야 한다. 이 식을 풀어 다음

과 같이 식을 스프링 상수 를   에 관한 식으로 나타낼

수 있다.

 





 (7)

한편, 스프링 상수  는 사각형 단면을 갖는 경우 다음과

같이 에 대한 식으로 나타낼 수 있다.지는 다음과 같이 표

현할 수 있다(Nahvi, 2005).

 



(8)

  



따라서 식 (7)과 식(8)을 연립하면 크랙의 위치와 크기에
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따라 고유진동수()를 구할 수 있다.

2.2 크랙이 있는 보 요소의 수식화

크랙이 없는 경우, Euler-Bernoulli 이론을 따르는 보에

발생하는 변형 에너지는 다음과 같이 표현할 수 있다.

  











 (9)

여기서 은 보 요소의 길이를 나타낸다. 보 요소에 작용하는

총 굽힘 모멘트()는 다음과 같이 단면에서의 전단력()

과 모멘트( )를 이용해 일반화 할 수 있다.

  (10)

크랙이 있는 경우, 보는 크랙이 없는 경우보다 더 많은 변

형을 하게 되고, 이로 인해 추가적인 변형 에너지가 발생한

다. 크랙으로 인한 추가 변형에너지는 다음과 같이 표현할

수 있다(Tada, 1973).

 


 










 


 (11)

여기서, 는 포아송 비(Poisson’s ratio),  ,  , 는

크랙으로 인한 응력 확대 계수(Stress intensity factor)를

의미한다. 보의 단면을 사각형이라고 가정하면 식 (9)를 다

음과 같이 표현할 수 있다(Nahvi, 2005).

  









  (12)

식 (12)의 응력 확대 계수는 다음과 같이 표현된다(Tada,

1973).

 




 



 (13)

 




여기서 는 정규화 된(Normalized) 크랙의 깊이로

 로 표현할 수 있다. 식 (13)에서 사각형 단면에 대

한 응력 확대 계수, 와 는 다음과 같이 표현된

다.

 







×cos

× sin

  ×



(14)

보의 변형에너지는 크랙이 없는 경우의 변형 에너지와 크

랙으로 인한 변형 에너지를 더하여 나타낼 수 있고, 다음과

같이 식 (9)과 식 (12)을 더하여 표현된다.

 (15)

식 (15)에서 크랙이 없는 경우에는 크랙의 깊이()가 

이 되어 크랙으로 인한 변형 에너지가 0이 되고, 크랙이 없

는 보와 관한 항만 남는다. 식 (15)를 전단력과 모멘트로 미

분함으로 유연 행렬(Flexibility matrix)를 얻을 수 있다.

 




 
(16)

     

식 (16)은 대칭행렬이 되며 각 성분을 풀어 쓰면 다음과 같

다.

 
 




 
 

 (17)

 




 


  





  






식 (17)에서 , 의 적분은 해석적으로 구하지 않고,

직사각형 형태로 분할하여 계산하는 수치 적분을 이용하였

다. 유연 행렬에 크랙과 관련된 항이 추가되는 것은 요소가

같은 힘에 대해 더 많은 변형을 할 수 있도록 수정됨을 의미

한다. 이를 이용해 강성을 구하면 강성은 기존의 강성보다

낮아지게 되어 크랙으로 인한 추가적인 변형을 표현하게 된

다. 한편 식 (17)에서 크랙의 깊이는 로 표현되나 크랙의
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Symbol Contents Value

 Length 

 Width 

 Height 

 Young’s modulus 

 Mass density 

 Poisson’s ratio 

Table 1 Physical and material properties of beam

Fig. 2 Normalized natural frequency

위치는 표현되지 않으므로 크랙의 위치는 요소의 중심이라고

가정한다.

보 요소의 양 단에 작용하는 전단력과 모멘트는 요소 내에

서 역학적 평형을 이루어야 한다. 하나의 절점을 , 다른 하

나의 절점을 로 표현하면 두 절점의 힘은 한 절점의 힘

으로 축약하여 표현될 수 있다. 변환 관계는 다음과 같다.

   
    



  



 

 
 






(18)

가상일의 원리를 적용하고, 식 (16)의 유연 행렬과, 식

(18)의 변환 행렬을 이용해 다음과 같이 보의 요소 강성 행

렬을 계산할 수 있다(Qian, 1990).

         (19)

2.3 유한요소해석을 이용한 고유 진동수의 계산

본 절에서는 크랙이 있는 보 요소를 이용한 경우와 3차원

연속체 요소를 이용해 고유 주파수를 구하는 과정에 대해 설

명한다.

보의 치수와 물성을 Table 1에 나타내었다. 여기서의 

은 요소의 길이가 아닌 보 전체의 길이를 의미한다.

보의 파손을 판단하기 위해 작은 크랙도 탐지할 수 있어야

한다. 따라서 전체 부피에 대한 크랙의 부피를 무시할만하다

고 가정하고 보의 질량행렬은 표준 보 요소의 질량행렬과 같

다고 가정한다. 2.2절에서 제시한 방법으로 크랙이 있는 보

의 강성 행렬을 구성하고 유한요소법으로 질량행렬을 구성한

뒤, 다음과 같은 식으로 표현되는 일반화 된 고유치 문제를

풀어 고유 진동수를 구하게 된다.

      (20)

여기서  는 구조의 강성 행렬,  은 구조의 질량 행렬,

는 고유 진동수,  는 고유 벡터가 된다.

크랙 탐색을 위해 3개의 고유 진동수를 구한다. 2개의 고

유 진동수를 이용할 경우 크랙의 위치와 깊이가 하나의 경우

로 정해지는 것이 아니라 여러 개의 경우를 가질 수 있기 때

문이다.

유한요소 해석을 이용한 첫 번째 방법은 크랙이 있는 보

요소를 이용한 경우이다. EDISON에 탑재된 교육용 프로그

램에는 사용자 정의 요소를 사용할 수 있다. 여기에 크랙이

있는 보 요소를 입력하여 강성과 질량행렬을 도출한 뒤

MATLAB을 이용해 주파수를 계산하였다. 10개의 요소로

보를 모델링 하였다. 크랙의 위치는 15mm부터 30mm간격

으로 285mm까지 10개의 경우, 크랙의 깊이는 1mm부터

1mm간격으로 10mm까지 10개의 경우, 총 100개의 경우에
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Case

Crack

location

[mm]

Crack

depth

[mm]

Mode
Analysis

[Hz]

크랙 보 요소

[Hz]

연속체 요소

[Hz]

Experiment

[Hz]

Differences

(Analysis)

[%]

Differences

(크랙 보

요소)

[%]

Differences

(연속체

요소)

[%]

No

crack
- -

1 185.0754 185.1 185.781 185.2 0.067 0.054 0.314

2 1159.857 1159.9 1140.87 1160.6 0.064 0.060 1.70

3 3247.615 3248.5 3098.71 3259.1 0.352 0.325 4.92

1 80 6

1 184.1684 179.96 178.526 174.7 5.419 3.011 2.19

2 1159.363 1157.8 1136.59 1155.3 0.351 0.216 1.62

3 3233.366 3148.8 2993.88 3134.8 3.144 0.477 4.50

2 140 2

1 185.0754 184.7 185.566 184.7 0.203 0 0.469

2 1159.758 1153.7 1136.64 1153.1 0.577 0.052 1.43

3 3247.573 3246.1 3098.2 3258.1 0.323 0.368 4.91

3 140 6

1 184.7597 181.9 183.091 181.2 1.964 0.386 1.04

2 1153.54 1109.5 1091.41 1092.9 5.548 1.519 0.136

3 3246.664 3229.4 3092.34 3250.1 0.105 0.637 4.85

4 200 2

1 185.0754 185.0 185.739 185.0 0.041 0 0.399

2 1159.758 1154.6 1137.76 1155.0 0.412 0.035 1.49

3 3247.408 3230.9 3086.36 3238.6 0.272 0.238 4.70

5 200 6

1 184.9569 184.4 185.257 184.3 0.356 0.054 0.519

2 1155.216 1115.0 1102.75 1106.3 4.422 0.786 0.321

3 3228.417 3111.7 2959.41 3082.9 4.720 0.934 4.01

Table 2 Compare natural frequencies

대해 고유 주파수를 구하였다. Fig. 2는 각 크랙의 경우에

대한 고유 주파수를 크랙이 없을 때의 고유 주파수로 정규화

하여 곡면으로 나타낸 것이다. 크랙의 위치()와 크랙의 깊

이()를 각각 보의 길이(), 보의 높이()에 대해 정규화

하였다.

유한요소 해석을 이용한 두 번째 방법은 3차원 연속체로

모델링하는 방법이다. EDISON CASAD solver에서 제공하

는 고유치 해석기를 이용하였다. EDISON CASAD solver

에서는 3차원 요소로 모델링 한 뒤 강성과 질량을 계산하고

Block Lanczos 방법을 이용해 모든 주파수를 구하지 않고

일부의 주파수만 구한다. 8절점 육면체 요소를 사용하였고,

2mm×2mm×2.5mm가 되도록 설정하여 총 12000개의

요소, 43956개의 자유도를 갖는 보를 구성하였다. 이 경우

에는 크랙의 위치를 15mm에서 255mm까지 60mm간격으

로 5개, 크랙의 깊이를 2mm부터 10mm까지 2mm간격으로

5개, 총 25개의 경우에 대해 고유 주파수를 구하였다. 이후

각 크랙에 대한 고유주파수를 크랙이 없을 때의 고유 주파수

로 정규화하고, 크랙의 위치와 크랙의 깊이 역시 정규화하였

다. 크랙이 없는 경우에 연속체 요소를 사용해 구한 3개 모

드의 고유 주파수는 각각  ,  ,

 이다.

크랙이 없는 경우 보 이론으로 구한 3개 모드의 고유 주파

수는 각각  ,  , 이다. 다섯 가지

크랙의 경우에 대해 해석적으로 구한 고유 주파수, 유한요소

법으로 구한 고유 주파수와 실험치를 Table 2에 나타내었

다. Table 2에서 크랙 보 요소는 2.2절에 제시한 방법으로

구성한 강성행렬과 질량행렬을 식 (20)에 대입하여 구한 고

유 주파수를 의미한다. 연속체 요소는 CASAD solver의 고

유치 해석기를 아용하여 구한 주파수 이다. Experiment는

실험을 통해 구한 고유 주파수를 의미한다. 실험값은 논문을

참조하였다(Lee, 2000). 계산으로 구한 값과 실험치의 차이

는 다음 식으로 계산하였다.

 Exp

Exp
×

(21)

크랙이 있는 보 요소를 이용하여 구한 고유 주파수와 실험

값은 최대 차이가이나 전반적으로 내의 차이로 나타났

다. 이는 회전 스프링 모델을 이용해 이론적으로 구한 값보

다 더 작은 오차를 나타낸다. 이는 행렬식 등을 풀면서 비선

형 식의 해를 구하는 과정에서 발생하는 오차로 판단된다.

따라서 실제 고유 주파수 분석에 있어서 유한요소법이 이론

적 해석법보다 더 정확한 결과를 얻을 수 있다. 한편 연속체

요소를 사용한 경우 크랙이 있는 보 요소를 사용한 경우보다

더 많은 오차를 수반하는 것을 알 수 있다. 이는 유한요소로

구성되는 강성이 파괴 역학적 특이점(Singularity)를 온전히
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Fig. 3 Normalized natural frequency with experimental

data

Fig. 4 Intersected lines

표현하지 못하기 때문이다.

2.4 크랙의 위치와 깊이 예측

크랙의 위치와 크기를 예측하기 위해 실험으로 얻은 고유

주파수를 역으로 이용한다. Fig. 2는 크랙이 있는 보 요소를

이용하여 얻은 곡면이다. 여기에 실험으로 얻은 고유 주파수

평면을 겹쳐 그릴 수 있다. Case 1의 경우에 대해 고유 주

파수 평면을 그린 그림을 Fig. 3에 나타내었다. Fig. 3에 그

려진 평면이 Case 1에서 실험으로부터 얻은 고유 주파수를

나타낸 평면이다.

Fig. 3에서 고유치 해석을 통해 구한 곡면과 실험으로 얻

은 평면의 교선이 각 모드에 대해 존재하게 된다. 세 경우에

대한 교선이 만나는 점이 주어진 고유 진동수에 대한 크랙의

위치와 크기라고 할 수 있다. 부드러운 곡면과 평면의 교선

을 그리기 위해 MATLAB에서 제공하는 보간 함수를 이용해

3차원 곡면을 부드러운 곡면으로 보간한 뒤 교선을 그렸다.

Fig. 4는 Case 1과 Case 5에서 나타나는 교선을 겹쳐 그

린 것이다.

Fig. 4에서 Case 1의 경우 세 개의 모드에 의한 교선이

하나의 점에서 만나게 된다. 하지만 Fig. 4의 Case 5의 경

우 세 개의 모드에 의한 교선이 하나의 점에서 만나지 않는

경우가 발생한다. 이는 실험으로 정확하게 세 개의 고유 진

동수를 얻는 것이 불가능하기 때문에 나타난다. 이러한 경우

에는 세 개의 교선으로 만들어지는 삼각형 중 가장 작은 삼

각형의 무게중심을 이용해 크랙의 위치와 크기를 판단하게

된다. 이러한 방법을 이용해 다섯 가지 경우에 대해서 크랙

의 위치와 크기를 역으로 예측하여 Table 3에 나타내었다.

3차원 연속체로 구한 고유주파수를 이용하여 크랙 보 요소

방법과 동일하게 역으로 예측한 결과 역시 Table 3에 나타

내었다. 여기서 오차의 계산은 다음 식을 이용하였다.

Pr
 Pr

× (22)

크랙 보 요소 방법을 사용할 경우 크랙의 위치는 Case 2

를 제외한 모든 경우에 대해 7% 이내의 오차로 크랙의 위치
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Case True value (mm)
Prediction (크랙

보 요소) [mm]

Error (크랙 보

요소) [%]

Prediction (연속체

요소) [mm]

Error (연속체

요소) [%]

1
Location 80 78.5 1.94 63.78 25.43

Depth 6 7 16.67 6.666 9.99

2
Location 140 163.8 16.99 - -

Depth 2 2.8 37.84 - -

3
Location 140 134.9 3.63 - -

Depth 6 6.8 14.14 - -

4
Location 200 186.5 6.77 182.22 9.76

Depth 2 2.6 30.30 2.611 23.4

5
Location 200 195.7 2.15 196.05 2.01

Depth 6 6.8 13.64 6.888 12.89

Table 3 Prediction of crack location and depth

를 예측할 수 있었다. 하지만 크랙의 깊이는 이에 비해 오차

가 크게 발생했다. 한편 예측된 크랙의 깊이는 모든 경우에

대해 실제 값보다 더 깊게 예측됨을 알 수 있다.

3차원 연속체를 사용할 경우 Case 4와 Case 5에서

10% 이내의 오차로 크랙의 위치를 예측하였고 크랙 보 요소

방법에 비해 크랙의 깊이를 적은 오차에서 예측할 수 있었

다. 하지만 Case 2와 Case 3에 대해서는 크랙의 위치와 깊

이를 예측할 수 없었다. 크랙이 있는 보 요소를 사용한 경우

총 100개의 경우에 대해 고유 주파수를 구하고 이를 보간한

데에 반해 3차원 연속체 요소를 이용한 경우에는 25개의 경

우에만 고유 주파수를 구하여 보간을 하여도 오차가 나타나

기 때문이다. 하지만 3차원 연속체 요소를 이용한 예측값과

실험으로 구한 값이 큰 차이를 보이지 않는 것은 임의의 형

상을 갖는 크랙과 임의의 단면의 경우에 대해 3차원 요소를

이용해 모델링하여 고유주파수를 예측할 수 있는데에 있다.

한편, 3차원 연속체 방법에서도 크랙의 깊이는 실제 값보다

더 깊게 예측되었다. 따라서 오차가 다소 크다고 하여도 보

수적으로 보의 안정성을 확인할 수 있다고 할 수 있다.

3. 결 론

본 연구에서는 고유치 해석을 이용해 보의 크랙을 탐색하

는 방법에 대해 연구하였다. 고유치 해석은 해석적 접근, 크

랙이 있는 보 요소를 이용한 유한 요소 방법, 3차원 연속체

요소를 이용한 유한요소 방법, 총 세 가지 방봅으로 진행하

였다.

크랙이 있는 보 요소를 이용한 경우 요소의 강성을 구하기

위해 보의 변형 에너지를 계산하였다. 변형 에너지는 크랙이

없는 보의 변형 에너지와 크랙에 의한 추가 변형 에너지로

구성된다. 변형 에너지를 전단력과 모멘트로 미분함으로써

유연 행렬을 구할 수 있다. 요소 내에서의 힘 평형 관계와

유연 행렬을 이용해 크랙이 있는 보 요소의 강성을 계산할

수 있다.

새로 구성한 보 요소를 이용하는 방법과 3차원 요소를 이

용한 경우 여러 가지 크랙의 깊이와 위치에 대해 3개 모드의

고유 주파수를 구했다. 이 내용을 바탕으로 고유 주파수를

크랙의 위치와 깊이에 대한 곡면으로 표현했다. 실험 값을

이용해 역으로 크랙의 위치와 깊이를 예측할 수 있고, 크랙

의 위치는 최대 17%, 크랙의 깊이는 최대 38%의 오차가

나타났다. 3차원 연속체 요소를 이용한 경우 크랙의 위치는

최대 25%, 크랙의 깊이는 최대 23%의 오차가 나타났다.

본 연구에서는 하나의 크랙을 고려했다. 실제 보에서는 크

랙이 여러 개가 존재할 수 있으며 크랙의 형상 역시 다양할

수 있다. 향후 크랙의 개수와 형상에 대한 일반적인 연구가

진행된다면 실제적인 구조의 비파괴 검사에 이용될 수 있을

것으로 판단된다.
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