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ABSTRACT 

This paper contains various vibration analysis of multi-stage shaft shape such as the bending, 
torsional and axial vibration.The shaft system is modeled as Timoshenko beam with the transverse shear 
and rotary inertia effect and the equation of motion is derived by Hamilton’s principle with considering 
clamped-free boundary condition. Then, eigenvalue problem of discrete equation of motion for multi-stage 
shaft model is solved and got results of the natural frequency through the numerical analysis. Obtained 
numerical analysis results through Matlab program were compared with those of FEM analysis to verify the 
results. This study suggests that design of shaft system be consider torsional and axial vibration as well as 
bending vibration. 

 
기호설명 

r୧: i 번째 단의 반지름 
A୧: i 번째 단의 면적 
I୧: i 번째 단의 면적 2 차 모멘트 
m୧: i 번째 단의 단위 길이 당 질량 
L: 다단 회전 축계 모델의 전체 길이  
ρ: 축계 모델의 밀도 
	kୱ: 전단보정인자 

1. 서

론 

선박, 자동차와 같은 수송 기계를 비롯하여 많

은 기계 장치에서 동력을 전달하기 위해 축(shaft)

을 사용하고 있다. 축의 설계를 고려할 때, 강도

(strength) 및 강성(stiffness)과 더불어 진동 설

계(vibration design)가 중요한 부분을 차지하고 

있다. 진동 설계에서는 주로 축계(shafting)의 자

유진동 해석(free vibration analysis)을 통해 고유
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진동수를 파악하여 공진(resonance)을 회피하도

록 축계의 설계 변수를 조정한다.  

주로 대형 터빈 발전기는 여러 개의 로터(rotor)

가 연결되어 있기 때문에 비를림 강성이 낮아 운

전속도까지 여러 개의 고유진동수를 포함하고 있

다. 따라서, 설계 단계에서 축계의 비틀림 진동 문

제(1,2)가 중요하게 고려된다.  

국내에서도 많은 연구진들의 노력으로 원자력 

터빈 발전기의 축계 비틀림 진동해석(3,4), 선박 및 

자동차 엔진의 추진 축계의 비틀림 진동 해석(5,6) 

등... 지금까지 선박, 자동차 및 산업 기계의 축계 

진동 해석에 관한 연구가 많이 진행되어 왔다.  

Gosiewsk 는(7) 회전기계에서 발생하는 횡 진동

과 비틀림 진동의 연성 현상이 회전체(rotor)에 

불안정한 거동을 보일 수 있음을 확인하고 근궤적

법(root locus method)을 사용하여 불안정한 진동 

영역을 알아낸 연구를 수행하였다. Darpe 외 공동 

연구자들은(8) 크랙(crack)이 존재하는 회전축계

(rotating shaft)의 굽힘, 종 방향(Longitudinal) 

및 비틀림 진동(torsional vibration)의 연성

(couple)에 관한 연구를 수행하였다.  

축계 시스템의 해석을 위한 모델링 방법에는 전

달행렬법(transfer matrix method), 집중질량법과 
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유한요소법과 같은 direct matrix method 와 보 

이론(beam theory)이 적용될 수 있다. 

본 연구에서는 단순한 다단 축계 모델(multi-

stage shaft model)을 티모센코 보(timoshenko 

beam)이론을 적용하여 축계에서 발생되는 횡 진

동(lateral vibration), 비틀림 진동(torsional 

vibration), 축 진동(axial vibration)의 결과를 

FEM 에서 얻은 결과와 비교함으로써 해석 결과의 

타당성을 검증하였고, 실제 축계 시스템을 갖는 

고유진동수 해석에 응용할 수 있도록 하였다. 

2. 수학적 모델링 

2.1  다단 축계 시스템 

 
Fig. 1 Geometry of multi-stage rotating shaft shape 
 

위의 그림1은 본 연구의 대상체인 원형 단면을 

갖는 다단 축계 형상의 평면도를 보여주고 있다.  

축계 단면의 크기가 Aଵ ൏ Aଶ ൏ Aଷ의 순으로 되어 

있기 때문에 각 단면의 질량과 관성모멘트도 각각

다른 값을 갖게 된다. 따라서, 진동해석을 위한 다

단 축계 형상을 모델링을 할 때, 단위계단 함수(unit 

step function) (9) 를 사용하여 z-축 방향으로 서로 

다른 값을 갖는 각 단면의 면적과 질량 및 관성모멘

트 값을 포함한 다단 축계의 형상을 모델링 할 수 

있다.  

단위계단 함수를 이용하여 축계의 전체 단면적, 

질량, 관성모멘트를 식(1)과 같이 정의할 수 있다. 

 

ሾAሺݖሻሿ ൌ ෍A௜ሺݖሻ
ே

௜ୀଵ

ሾUሺz െ z௜ሻ െ Uሺz െ z௜ାଵሻሿ										ሺ1aሻ 

ሾmሺݖሻሿ ൌ ෍m௜ሺݖሻ
ே

௜ୀଵ

ሾUሺz െ z௜ሻ െ Uሺz െ z௜ାଵሻሿ							ሺ1bሻ 

ሾIሺݖሻሿ ൌ ෍I௜ሺݖሻ
ே

௜ୀଵ

ሾUሺz െ z௜ሻ െ Uሺz െ z௜ାଵሻሿ											ሺ1cሻ 

 

여기서, ܰ 은 축계의 다단을 구분해주는 구분

(segment)개수를 의미하며, A는 면적, m은 질량, I
는 면적 2차 모멘트를 의미한다.  

2.2 축계의 운동방정식 

 

본 연구에서는 축계 시스템을 횡 전단변형

(transverse shear)과 회전관성(rotary inertia) 효

과를 고려한 티모센코 보(timoshenko)이론에 기초

한 해밀턴 원리(hamilton principle)에 의한 방법으

로 운동방정식을 유도하였다. (11)   

 

(1) 해밀턴 원리(Hamilton’s principle) 

식(2)는티모센코보 이론을 적용하여 변형에너지

(strain energy)와 운동에너지(kinetic energy)의 변

분의 값을 나타낸 해밀턴 원리 식이다. . 

 

δJ ൌ δන ሾܶ െ ܷሿ
௧భ

௧బ

ݐ݀ ൌ 0																																																ሺ2ሻ 

∗ t ൌ t଴, t ൌ tଵ:	ݒߜ ൌ ߠߜ ൌ 0	 
 

여기서 ܶ, ܷ는 각각 운동에너지, 변형에너지를 나

타내며 이들의 변분은 식(3)과 (4)와 같다.  
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(2) 운동방정식(Equation of motion) 

 

 식(3), (4)를 부분적분 하여 해밀턴 식(2)에 대입하

여 정리하면, ݒ와 ߠ에 관한 식은  x, y 축 2방향의 

병진변위와 회전변위에 관한 4개의 굽힙 진동

(bending vibration)식(9)으로 유도되며, ∅와 ݓ଴  는 

각각 비틀림 진동(torsional vibration)과 축 방향 진

동 (axial vibration)식(10)으로 유도할 수 있다.  

굽힘, 비틀림 및 축방향 운동방정식을 식(5)와 같

이 정리할 수 있다.   

 

δݑ଴: K௦ݑ଴ᇱᇱ ൅ 	K௕θ௬ᇱᇱ െ mݑሷ଴ ൌ 0																																				ሺ5aሻ 

δݒ଴: K௦ݒ଴ᇱᇱ ൅ 	K௦θ௫ᇱᇱ െ mݒሷ଴ ൌ 0																																					ሺ5bሻ 
δθ௬: K௕θ௬ᇱᇱ െ 	K௦ݑ଴ᇱ െ K௦θ௬ െ Jθሷ ௬ ൌ 0																								ሺ5cሻ 

δθ௫: K௕θ௫ᇱᇱ െ 	K௦ݒ଴ᇱ െ K௦θ௫ െ Jθሷ ௫ ൌ 0																								ሺ5dሻ 
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δ∅: K௧∅′′ െ ρIθሷ ൌ 0																																																									ሺ5eሻ 
δݓ଴: 0ݓܧ2ݎߨ

′′ െ ሷݓܾ ଴ ൌ 0																																															ሺ5fሻ 
 

여기서 K௦ , K௕ , K௧는 각각 전단 강성, 굽힘 강성, 

비틀림 강성을 의미하며 ܾ는 축 방향 운동방정식의 

질량 상수 계수를 의미한다.  

 

2.3 경계조건에 따른 변위함수 선정과 진동해석 

 

본 연구에서는 한쪽만 고정된 경계조건을 갖는 

보의 진동해석으로 고정단 조건을 만족하는 변위 

함수를 식(6)과 같이 선택할 수 있다. (11)      
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여기서 j 는 보의 길이 방향 모드 형상의 차수를 

의미한다. ൫ݑ୨ሺzሻ, ,୨ሺzሻݒ ,୨ሺzሻݕ x୨ሺzሻ, ݇୨ሺzሻ, ୨ሺzሻ൯ݓ 는 기

하학적 경계조건을 만족하는 시험 함수(trial 

functions)을 의미하며, ൫ܽ୨, ܾ୨, ܿ୨, ݀୨, ୨݁, ୨݂൯는 임의의 

상수 계수 값(arbitrary constants)을 의미하며, 

ሻݐሺݍ ൌ e୧ன୲의 값을 나타낸다. 

 

확장된 Galerkin 방법을 사용하여 식(6)을 해밀

턴 원리인 식(2)에 대입하여 정리하면 고정단 경계

조건을 만족하는 이산화 된 운동방정식(discrete 

equation of motion)인 식(7)을 얻을 수 있다.  

 

ሼωଶሾMሿ ൅ ሾKሿሽሼx୧ሽ ൌ 0																																																					ሺ7ሻ 
 

여기서, 질량 행렬(mass matrix)ሾMሿ과 강성행렬

(stiffness matrix) ሾKሿ 는 6n ൈ 6n  대칭행렬

(symmetric matrix)이고, ሼx୧ሽ는 6n ൈ 1  고유 벡터

(eigenvectors)이다. 이 때, n 은 축 방향 모드 차

수를 의미하며 이 값이 커질수록 행렬의 크기가 커

지게 된다.   

일반적으로 수치해석을 할 때, n의 개수를 증가시

킬수록 계산된 고유치가 실제 값과 거의 비슷하게 

가까워진다.   

 

3. 수치해석 및 고찰 

수치해석으로 사용된 재료는 Steel 이며, 그림1의 

축계 형상의 Dimensions과 물성치는 표1과 같다. 

여기서,	E와 G는 각각 재료의 탄성계수(modulus of 

elasticity)와 전단탄성계수(shear modulus of 

elasticity)를 의미하며, ρ는 밀도, kୱ는 단면에 따라 

다른 상수값을 갖는 전단보정계수(shear correction 

factor)를 나타낸다. 

 

Table1 Dimensions and property of multi-stage shaft model  

 rଵሺmሻ rଶሺmሻ 	rଷሺmሻ Lሺmሻ 

Dimensions  0.0075  0.01 			0.0125  0.182 

 EሺN/mଶሻ GሺN/m2ሻ ρሺkg/m3ሻ 	kୱ 

Property  200 ൈ 10ଽ  90 ൈ 10ଽ  7800  1.1 

본 연구에서는 수치해석으로 Matlab 프로그램과

Ansys workbench 프로그램을 사용하여 다단 축계 

형상의 고유진동수 값을 표2와 같이 비교하였다.  

Table2 Natural frequency results of  

numerical analysis and FEM  

 FEM(Hz) Matlab(Hz) Error(%) 

1st bending 233.23 236.55 1.42 

2nd bending 233.49 236.55 1.31 

3rd bending 1730.1 1779.8 2.87 

4th bending 1731 1779.8 2.81 

5th torsion 2312.1 2466.8 6.69 

6th bending 5239.4 5451.6 4.05 

7th bending 5247.4 5451.7 3.89 

8th axial 5333.7 5490 2.93 

9th torsion 8238.2 8706 5.67 

아래 그림은 Ansys workbench 프로그램을 사용

하여 한쪽은 고정되며 다른 한쪽은 자유단 경계

조건을 만족하는 원형 단면을 갖는 다단 회전축

계 모델의 자유진동해석을 수행하여 각각의 모드

형상 결과를 보여준다. 

Fig. 2 1st bending mode shape of multi-stage shaft model  
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Fig. 3 2nd bending mode shape of multi-stage shaft model 

Fig. 4 3rd bending mode shape of multi-stage shaft model  

Fig. 5 4th bending mode shape of multi-stage shaft model  

표 2의 FEM과 matlab 해석 결과를 통해 굽힘 진

동(bending vibration), 비틀림 진동(torsional 

vibration), 축 진동(axial vibration)의 결과가 나타

남을 확인할 수 있었다. 9개의 진동모드 중 6개가 

굽힘 진동이 나타났고, 비틀림 진동은 2개, 축 진동

은 1개가 나타남을 확인하였다. 이는 식(5)에서 유

도한 운동방정식을 통해 굽힘 진동(bending 

vibration)에 관한 식이 비틀림 진동과 축 진동의 

식보다 많아 고유치 해석시 더 많은 고유치

(eigenvalue)가 나타나기 때문임을 확인할 수 있다.                 

특히, 6개의 굽힘 진동모드의 결과를 비교했을 때, 

차수가 올라갈수록 오차의 범위가 대략 1.4%에서 

2.8%, 4%로 조금씩 커지는 것을 확인할 수 있었다. 

그림2~5와 그림7~8은 굽힘 진동(bending 

vibration)의 모드 형상(mode shape)을 보여주고 

있다.  

Fig. 6 5th torsional mode shape of multi-stage shaft model  

Fig. 7 6th bending mode shape of multi-stage shaft model  

  그림6과 그림10은 비틀림 진동 해석 결과의 모드 

형상을 보여주고 있다. 표2의 결과 비교를 통해 비

틀림 진동의 고유진동수 값이 굽힘 진동과 축 진동

의 결과보다 오차범위가 조금은 크게 나타남을 확

인할 수 있다.  

Fig. 8 7th bending mode shape of multi-stage shaft model  

Fig. 9 8th axial mode shape of multi-stage shaft model  
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Fig. 10 9th torsional mode shape of multi-stage shaft model  

그림 9는 축 진동(axial vibration)의 모드형상을 

보여 주고 있다. 축 진동의 고유진동수는 첫 번째로 

나타나는 고유진동수 값이 굽힘 진동수와 비틀림 

진동수에 비해 비교적 높은 값을 가졌고, 9개의 모

드 중에서도 한 개밖에 나타나지 않는 것을 확인하

였다. 축 진동의 오차 범위는 대략 3%이내로 나타

나는 것을 확인할 수 있었다.  

3. 결론 

본 연구에서는 steel 재료의 원형 단면을 갖는 단

순 다단 회전축계 모델을 티모센코 보로 모델링 하

여 Hamilton의 원리로 굽힘 진동, 비틀림 진동, 축 

진동의 운동을 표현한 운동방정식을 식(5) 같이 유

도하였다. 시험 함수(trial  function)를 식(6)과 같

이 축 방향 z에 대한 일차함수로 사용하여 캔틸레

버보의 모드 형상 조건을 만족하는 변위 함수를 만

족시킬 수 있었다.  

공학용 수치해석 프로그램인 Matlab과  CAE 상

용 프로그램인 Ansys workbench를 사용하여 고유

치 해석을 수행함으로써 굽힘 진동, 비틀림 진동 및 

축 진동에 대한 고유진동수와 모드 형상을 구하였

다. 두 해석 결과의 비교를 통해 비교적 얇은 축계 

모델의 해석 수행시 티모센코보로 모델링하여 수치

해석을 하는 것이 비교적 정확한 결과를 얻을 수 있

음을 확인할 수 있었다.     

해석 결과, 1차 굽힘 진동과 축 진동의 오차 범위

는 3%이내로 거의 비슷한 값을 보였고, 비틀림 진

동의 값은 7%이내의 값으로 약간의 차이가 나타남

을 확인하였다.   
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부 록 

A.1 식(5)의 강성계수와 질량 계수 값 

K௕ ൌ EI, K௦ ൌ kGA, K௧ ൌ GI, ܾ ൌ  ଶρݎߨ2
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