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 미네랄과 콜라겐으로 구성된 골조직의 유효탄성계수 예측
The bounds using eigenvalues for estimating the effective elastic moduli 

of bone tissue consisting of mineral and collagen
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1. 서론     

골조직(bone tissue)는 인장 실험과 비틀림 실험 

등의 실험적인 방법을 통해서 직교 이방성

(orthotropic)1 혹은 횡방성(transversely isotropic)2의 

물성치를 측정할 수 있다. 실험값으로 결정된 골조

직의 물성치는  나노 크기(nano scale)에서 마이크로

의 크기(micro scale)로의 배열에 따라서 그 이방성

이 결정된다3

미시적인 크기에서 콜라겐(collagen)과 미네랄

(mineral)은 골조직을 구성하는 주요 물질이다. 미
네랄은 뼈의 강도 부분에 있어서 콜라겐에 비하여 

큰 응력을 부담 한다.  미네랄 보다 작은 응력을 

부담하는 콜라겐은 힘은 분산시키거나 전달해주

는 특성을 띤다.4

미네랄과 콜라겐이 다른 특성을 갖고 있기 때문

에 골조직 내 두 가지 물질의 분포는 뼈의 물성치에 

큰 영향을 미친다. 여기서 우리는 골조직을 균질한

(homogeneous) 형태의 미네랄과 콜라겐으로 이루

어진 복합 재료라 간주하고, Voigt와 Reuss bounds
를 이용하여 유효탄성계수를 예측한다.

2. 유효탄성 계수의 경계값 설정     

뼈는 항상 같은 미네랄과 콜라겐의 분포를 가질 

수 없기 때문에 뼈의 탄성계수를 정확히 산출하기 

어렵다. 따라서 뼈의 탄성계수를 측정하기 위해서

는 최대와 최소의 범위를 설정해서 유효탄성계수

(effective elastic moduli)를 구하는 방법이 효과적이

다.
Voigt과 Ruess 모델은 두 가지 물질로 이루어진 

복합 물질에서 탄성계수의 경계값(bound)을 설정

하는데 자주 쓰이는 모델이다. Voigt 모델은 Fig1 
(a)에서 볼 수 듯이 균일 변형률(uniform strain)을  

  

Fig. 1 (a) Uniform strain model of two phases(Voigt 
Model) (b) Uniform stress model of two 
phases(Reuss Model)     

   

조건으로 하기 때문에 가장 큰 값의 탄성계수의 

범위 조건(upper bound)로 설정할 수 있다.
반대로 Reuss모델은 Fig. 1(b)처럼 균일 응력

(uniform stress)을 조건으로 하기 때문에 가장 낮은 

탄성계수의 범위(lower bound)로 생각할 수 있다.

3. 경계값 계산     

Voigt 모델과 Reuss 모델을 통해서 경계 조건을 

설정한 후 뼈의 유효탄성계수를 측정하기 위해서 

변형률 에너지(strain energy)로부터 고유값들(ei-
gen values)을 유도한다. 그러면 고유값은 다음의  

부등식을 형성한다.5


≦

 ≦
           (1)     

  

설정된 부등식들은 총 다섯 개이며 이 중 
만

이 정확한 범위를 갖는 반면 나머지 
, 

, 
 

그리고 
는 나머지 부등식 내에서 서로 연립되어

있다. 연립된 부등식을 풀기 위해서는 몇 가지 가정

이 필요하며, 가정을 설정하여서 5개의 부등식을 

풀어내었다. 
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Table 1 The experimentally measured orthotropic 
elastic constants of cortical bone from Ashman 
el al.(1984)

Ashman et al.


(Gpa)


(Gpa)


(Gpa)


(Gpa)


(Gpa)


(Gpa)

12.0 13.4 20.0 4.53 5.61 6.23

     

0.376 0.222 0.235 0.422 0.371 0.350  

      

4. 결론     
 

유효탄성계수를 구하기 위해 부등식들을 풀 때 

가장 먼저 
의 양수, 음수의 여부를 가정한다. 


가 양수인 경우에 

는 반드시 양수를 갖아야 

부등식이 성립한다. 
가 음수인 경우는 




와 
가 반드시 각각 양수이어야 하고 




  
라는 조건을 만족해야한다. 이를 

Table 1 상의 재료의 물성치를 갖고 값을 구해내면 


가 음수일 때, ≦ ≦ 를 만

족한다. 이때 요소 
, 

 그리고 
는 각각 

≦ 
 ≦과 ≦ 

≦ 그리

고 ≦ 
 ≦의 값을 갖는다.

두 가지 경우를 제외하고 다른 조건을 갖는 경우

에는 모두 가정을 위배하므로 적합하지 않다. 이 

결과값은 각각의 모든 탄성 텐서 요소에 대한 부등

식을 일반화 할 수 없지만 두 가지 경우를 만족하면 

다음과 같은 결과치로 부등식을 형성시킬 수 있다. 
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