
공간구조물의 분기좌굴해석이론의 개발

A Development of Numerical Method for Bifurcational Buckling

of the Spatial Structures

이 경 수*∙한 상 을**∙이 재 영***∙김 만 중****

Lee, Kyung-Soo∙Han, Sang-Eul∙Lee, Jae-Young∙Kim, Man-Jung

1)

요 약

본 논문은 기하학적 비선형성을 가진 보존적 단일 하중 매개변수의 탄성 상태 공간구조의 분기이론에 

관한 수치 해석적 기본 방법 및 경로 추적, pin-pointing, 경로 전환을 기술하고 있다. 비선형 탄성 불안정 

상태는 극한점과 분기점으로 분류될 수 있으며, 평형경로상의 평형점의 계산 및 평형경로상의 특이점을 찾

기 위한 pin-pointing 반복계산을 수행하는 일반적인 비선형 수치해석법으로 극한점을 계산할 수 있다. 그

러나 분기좌굴 해석을 위해서는 좌굴 후 분기경로의 추적을 위한 분기경로 전환 알고리즘이 추가적으로 

필요하다. 본문에서는 에너지이론에 기초한 일반 탄성안정이론을 소개하고, 평형경로 추적, 분기 좌굴점을 

찾기 위한 직접법과 분기경로 전환에 관한 이론을 전개한다. 분기좌굴 해석예제로 트러스로 이루어진 스타

돔, 핀지지의 평면아치, 평면프레임, 3차원 공간프레임의 분기좌굴 해석을 수행하여 본문에서 제시한 수치

해석법의 정확성 및 실용성을 검증한다.

keywords : 탄성안정이론, 분기좌굴, 공간구조물

1. 서 론

구조물의 탄성좌굴은 뜀좌굴, Snap-Back좌굴, 분기좌굴(bifurcational buckling)로 나눌 수 있다. 이중 분기

좌굴을 일반적으로 구조물의 좌굴이라 하며, 대변형의 후좌굴경로 특성에 따라 뜀좌굴, Snap-Back좌굴로 구

분한다. 또한 탄성안정이론에 의하면, 불안정상태는 극한점과 분기점으로 분류될 수 있는데, 극한점의 특성을 

갖는 좌굴은 뜀좌굴과 Snap-Back좌굴이며, 분기점의 특성을 갖는 좌굴은 분기좌굴이다. 일반적으로 뜀좌굴

과 Snap-Back좌굴과 같은 극한점좌굴은 돔, 쉘과 같은 공간구조물이 상부 정점부근에 집중하중이 작용할 때 

주로 발생하는데, 평형경로상의 평형점의 계산 및 평형경로상의 특이점을 찾기 위한 pin-pointing 반복계산

을 수행하는 일반적인 비선형 수치해석법으로 극한점을 계산할 수 있다. 

분기좌굴은 등분포하중 상태의 공간구조물이나 압축력을 받는 구조물에서 주로 발생하는데, 뜀좌굴, 

Snap-Back좌굴과 같은 극한좌굴과 달리 분기좌굴 해석을 위해서는 좌굴 후 분기경로의 추적을 위한 분기경

로 전환 및 분기점 탐색 알고리즘이 추가적으로 필요하다. 그런데 일반적으로 뜀좌굴, Snap-Back좌굴과 달
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그림 1. 호장법 및 임계점의 특성

리 이러한 분기좌굴의 분기경로 추적 및 분기점 전환을 위한 알고리즘은 고도의 비선형 유한요소프로그램에

서도 쉽게 찾을 수 없는 기능이어서 엔지니어나 연구자들이 분기좌굴경로 해석을 수행하기는 매우 어려운 

상황이다. 또한 실제적으로도 분기좌굴이나 극한좌굴이 발생하기 전에 구조물이 국부적으로 재료적 소성상태

에 접어드는 경우가 있기 때문에 구조물이 파괴되는 원인이 좌굴에 의한 파괴인지 재료적 소성에 의한 붕괴

인지 판단하기 어려운 경우도 발생한다. 

본 연구에서는 분기좌굴이론을 간략하게 소개하고 해석예제를 통해 분기좌굴에 대한 특성을 분석한다.

2. 탄성안정이론

탄성안정이론에서 정의하는 임계점은 극한점과 

분기점으로 구분할 수 있다. 외부하중에 대한 구

조물의 평형상태를 나타내는 평형경로의 계산은 

통상적인 비선형 해석법으로 이루어지며, 임계점

을 전후로 한 평형경로의 계산은 위의 수치해석

방법이 그대로 적용된다. 그러나 임계상태의 분류

인 극한점과 분기점에 따라 기본경로 혹은 분기

경로로의 전환을 위해서는 임계점의 특성을 파악

해야하며, 각각의 임계점의 특성에 따라 기본경

로, 분기경로로의 평형경로를 추적한다. 

본 논문에서는 평형방정식의 고차항은 고려하

지 않은 상태에서, 최소고유치에 의해 결정되는 

매개변수의 계산을 통해 임계점을 탐색하였다. 이

와 같이 매개변수를 통해 임계점을 파악하는 방

법을 간접법(Riks, 1979: Riks, 1984: Fujii 등, 

1992)이라한다. 평형경로의 계산은 앞에서 언급했

듯이 호장법에 의한 비선행 해석법을 적용하여 

극한점, 분기점 전후의 평형경로를 추적하였다. 특히 분기점의 특성에 따라 분기경로를 추적하는 방법으로 

고유치해석을 수행하여 얻은 최소고유모드를 이용하는 Fujii 등(1993, 1997)의 방법을 사용하였다. 개발된 해

석법의 검증을 위해 분기좌굴해석과 관련된 대표적인 해석예제를 수행하여 해석결과를 검토하였다. 임계점 

이후의 후좌굴해석을 위해서는 해석에 사용된 트러스, 보 등의 요소방정식이 대변위를 정확히 반영할 수 있

어야만 한다. 이를 위해 이전 연구를 바탕으로, 빔요소에서 강체변형이 분리된 요소변형(한상을 등, 2007: 이

경수 등, 2009)을 고려하여 분기좌굴해석을 수행하였다.

3. 해석결과의 분석

공간트러스돔(Star Dome), 평면아치, 평면프레임에 대한 분기좌굴 검증에제를 수행한 결과를 아래 그림2-

그림7에 나타내었다. 트러스돔의 경우 평형경로에서 분기하는 다양한 분기경로를 해석할 수 있었고, 평면아

치의 경우 이전 연구논문에서 보고되지 않았던 새로운 분기점 및 분기경로를 찾을 수 있었다. 또한 평면프레

임의 경우 이전연구(이경수 등, 2009)에서 제시하였던 다양한 공간프레임요소에 대해서 분기좌굴해석을 수행
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그림 7. 평면프레임의 하중-변위 그래프(z축 변위)그림 6. 평면아치의 하중-변위 그래프(z축 변위)

그림 2. Star Dome 해석모델

그림 3. Star Dome의 좌굴특성 그림 5. Star Dome의 full bifurcation path

그림 4. Star Dome의 평형경로 및 변형형상(z-축변위) 
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수 있었다. 따라서 본 연구에서 제시하는 공간구조물에 대한 분기좌굴이론의 정확성을 검증할 수 있었다.
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