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요 약

본 논문에서는 응력함수와 Kantorovich method를 이용하여 기저판(substrate)에 인장과 굽힘이 작용할 

때 복합재 패치의 3차원 응력을 해석하였다. 면내 방향과 면외 방향의 두 응력함수에 가상 공액일의 법칙

(Complementary virtual work principle)을 적용하였으며 복합재 패치의 자유 경계조건과 바닥의 기저판으

로부터 전달되는 전단․수직 응력 조건을 부여하였다. 이를 통해서 패치 구조물의 지배방정식을 연립 미분 

방정식 형태의 고유치 문제로 변환하여 응력함수를 구하였다. 위 방법의 타당성과 효용성을 검증하기 위한 

수치 예제로 cross-ply, angle-ply, quasi-isotropic의 패치 적층 배열을 고려하였으며, 층간 응력함수 값이 

자유 경계에서 최고치를 나타내고 패치 중심부로 갈수록 급격히 감소하는 모습을 확인하였다. 제안된 기법

은 기저판에 인장하중이 작용하는 경우뿐만 아니라 굽힘 하중이 작용하는 경우에도 정확한 예측이 가능하

여, 패치 구조물의 층간 응력을 포함한 3차원 응력을 해석하는데 있어서 효율적인 해석 도구로서 사용할 

수 있을 것이라 사료된다.
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1. 서 론

접착식 복합재 패치는 전체 구조의 강도를 높여 구조물 내에 응력 집중이 일어나는 부분의 균열 발생과 

진행을 억제한다. 이러한 이유로 복합재 패치는 고강도, 고강성, 경량화를 요구하는 기계/항공 구조물에 널리 

사용되어져 왔다(Baker와 Jones, 1988). 따라서 이러한 접착식 패치 구조물에서 패치의 응력 분포와 패치 내

부의 층간 응력을 정확히 해석하는 것은 중요한 문제이다. 패치는 과거부터 Volkersen(1938)과 Goland, 

Reissner(1944)에 의해 다양하게 해석되어 왔다. 근래에는 다양한 실험적․수치적 연구가 진행되었으며 최근, 

Mathias(2006)에 2축 인장하중의 경우에 대한 연구까지 확장되었다.

복합재 적층 구조물의 층간 응력 해석하는데 있어서는 자유 경계와 층간 특이성 문제로 인하여 유한요소

해석보다 응력함수를 이용한 간략하고 정확한 해석적 방법이 선호된다. Spilker과 Chou(1980)는 자유 경계 

조건의 중요성을 규명하면서 응력 함수를 이용한 해석 방법을 제안하였다. 이 방법은 응력함수를 면내(in- 

plane)함수와 면외(out-of-plane)함수로 나누며, 자유 경계에서 응력함수를 가정하는 근삿값으로 계산된다.
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Flanagan(1994)은 윗면과 아랫면의 경계조건으로부터 면외 응력함수를 양 끝단의 변위와 기울기가 고정된 

보의 고유모드를 이용하여 최소 공액에너지 원리(principle of complementary minimum energy)를 이용하는 

방법을 제안하였다. 하지만 응력함수가 변위 연속 조건을 만족하지 못하여 면외 응력함수가 정확히 예측되지 

못하였다. Cho와 Yoon(1997)은 이를 해결하기 위하여 extended Kantorovich method를 제안하였으며, 응력함

수와 층간 응력이 연속조건과 경계조건을 만족시키면서 수렴하는 모습을 확인하였다. Cho와 Kim(2000)은 위 

방법을 굽힘과 비틂, 그리고 열 하중이 가해지는 해석으로 확장시켰으며, Cho와 Rhee(2004)는 위 방법을 통

하여 인장, 굽힘, 비틂, 열 하중 하에서 적층 배열의 최적화 연구를 수행하였다. 하지만 위의 선행된 연구에

서 복합재 적층 판의 특수한 경우인 복합재 적층 패치에 대한 연구는 진행되지 않았다. 따라서 본 연구에서

는 인장하중과 굽힘 하중 하에서 응력함수와 Kantorovich method를 이용하여 복합재 패치의 층간 응력에 

대한 연구를 진행하였다. 제안된 방법의 타당성과 정확성은 적층 배열에 따른 수치 예제를 통해 검증하였다.

2. 응력 함수를 이용한 수학적 정식화

복합재 적층 패치는 그림 1과 같이 기저판과 복합재 패치가 접착제로 연결되어 있는 구조이다. 인장하중

이 작용하는 경우는 기저판에 
∞이 작용하며 굽힘 하중의 경우에는 기저판에 M0가 작용한다. 

그림 1 복합재 패치 구조물

계산의 편의를 위해 y, z 좌표축을 η 축과 ξ 축으로 정규화하면 응력함수를 다음과 같이 나타낼 수 있다.
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식 (2)에서 와 는 면내 응력함수이다. 는 면외 응력함수이며 위․아랫면의 경계조건에 따라 양단의 변

위와 기울기가 고정된 보의 진동모드 함수로 가정한다.

인장하중의 경우, 가 바닥면에서부터 직접 전달되는 응력이고, 굽힘 하중의 경우는 와 가 직접 전

달되는 응력이다. 이 응력들은 응력함수에서 특이해 부분을 가진다. 특이해 부분은 인장하중이 작용하는 경

우에 shear-lag모델(Adams와 Wake, 1984)로부터 접착제에서 복합재 패치에 가해지는 전단 응력 를 구할 

수 있다. 굽힘 하중이 작용하는 경우는 층(interlayer)이 있는 비대칭 보 모델(Alfredsson, 2008)로부터 접착제

에서 복합재 패치에 가해지는 수직응력 와 전단응력 를 구할 수 있다. 이로써 식(1)의 모든 응력이 미

지의 면내 응력함수로 표현되며, 그 응력을 가상 공액일의 원리에 대입하면 식 (4)와 같이 각각의 하중 조건

에 따른 복합재 패치의 지배방정식을 유도할 수 있다.
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식 (3)의 계수들은 면외 응력함수로 이루어져 있으며, 이들은 하중 조건에 따라서 값이 달라진다. 계수들의 

자세한 표현은 생략한다. 유도된 지배방정식은 연립된 미분방정식 형태이며, 이를 고유치문제로 변환하여 면

내 응력함수 와 를 구한다. 이때 결정되지 않은 면내 응력함수의 계수들은 패치의 자유 경계 조건을 통

해서 얻을 수 있다. 이로써 면내․면외 응력함수와 특이해 부분으로 이루어진 3차원 응력을 구할 수 있다.

3. 수치 예제

기저판은 알루미늄(E=73.8 GPa, v=0.25)이며 패치는 한 변의 길이가 20mm인 정사각형 적층 판으로 구성

된다. 패치의 각 층은 탄소/에폭시(Ex=181 GPa, Ey=10.3 GPa, vxy=0.28)의 복합재로 이루어진다. 인장하중은 

3가지 경우에 대하여 각각 41.7, 49.7, 44.3 MPa의 하중을 가했으며 굽힘 하중은 단위 굽힘 하중을 가하였다.

3.1. 굽힘 하중 해석결과
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그림 2 굽힘 하중 하에서 패치의 3차원 응력 분포

3.2. 인장하중 해석결과

-2 0 2 4 6 8 10 12
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

σ5 (MPa)

η

 

 
# of eigenmodes : 3
# of eigenmodes : 7
# of eigenmodes : 51

-10 -5 0 5 10 15 20
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

σ5 (MPa)

η

 

 
# of eigenmodes : 3
# of eigenmodes : 7
# of eigenmodes : 51

그림 3 Cross-ply의 층간 전단응력 그림 4 Angle-ply의 층간 전단응력
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그림 5 Quasi-isotropic의 층간 전단응력 그림 6 Cross-ply의 층간 수직응력

4. 결 론

굽힘 하중과 인장 하중의 경우 모두 경계 조건과 층간의 특이성이 정확히 표현되었다. 위 방법은 패치 구

조물의 층간 응력을 포함한 3차원 응력을 해석하는데 있어서 효율적인 해석 도구로서 사용할 수 있을 것이

라 사료된다.
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