
- 441 -

Ⅰ. 서  론

셀룰라 오토마타(이하 CA)는 1986년 말에 Wolfram

에 의하여 처음으로 의사 난수열 생성기로 사용되었다.

이러한 CA는 국소적 상호작용에 의해 상태가 전이되

고 간단하고 규칙적이며 작은 단위로 확장 연결할 수

있는 구조를 가지고 있어 VLSI 구현에 적합하며

LFSR에 비하여 난수성이 뛰어나다. 이제 CA는 의사

난수생성기(PRNG)로 사용되는 일반적인 방법 중 하나

가 되고 있다[1].

그 동안 가장 가까운 3-이웃에 의존하는 1차원 CA

PRNG가 폭넓게 연구되어지다가[2-12] CA의 차원을

증가시키거나 Programmable CA(PCA)를 사용하여 더

긴 주기의 수열을 만들어내기 위한 연구가 많아지고

있다. 2차원 CA PRNG의 난수성이 1차원 CA PRNG

의 난수성에 비해 뛰어나기 때문에 더 많은 주목을 받
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고 있다[13, 14]. 그러나 설계상에서의 복잡함과 조작에

있어서의 효율성을 고려하면 어떤 것이 더 좋다고 말

하기 어렵다. 또한 그 크기가 큰 경우에도 2차원 CA

PRNG에 비해 1차원 CA PRNG를 구현하기가 쉽다.

지금까지의 연구는 CA의 차원과 전이규칙의 조합을

이용하여 랜덤성을 높이는 것에 관심을 가졌으며 최근

에는 셀의 전이규칙에 역동성을 부여하는 PCA가 더

효과적인 PRNG로 주목받고 있다.

본 논문에서는 각 시간단계마다 적용되는 셀의 상태

전이 규칙을 바꾸는 self-programmable CA(SPCA)를

정의하고, 이를 이용하여 더 긴 주기의 수열을 만들어

내고, 생성된 수열의 랜덤성을 높이고자 한다.

Ⅱ. 배경지식

일차원으로 배열되어 있는 각 셀들의 위치를 , 각 시

간단계를  , 시간단계  에서 번째 셀의 상태를  

로 표기하면 개의 셀들을 선형으로 나열한 1차원 CA

는 〈
 

 ⋯  
〉, ∈   ⋯  , ∈ 

로 표현할 수 있다. 각 시간단계마다 CA의 각 셀들은
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요  약

본 논문에서는 Self-Programmable Cellular Automata(SPCA)를 기반으로 하여 최대주기수열을 생성하

는 방법을 제안한다. 최근 긴 주기의 수열을 생성하기 위해서 CA의 차원을 증가시키거나, 상태전이 단

계마다 각 셀의 전이규칙을 바꾸는 PCA를 사용하여 왔다. 본 논문에서는 셀의 전이 규칙에 역동성을

부여하기 위하여 각 셀의 상태전이 규칙을 각 시간 단계마다 바꿈으로써 더 긴 주기의 수열을 생성하

고 생성된 수열의 랜덤성을 높이고자 한다.

ABSTRACT

In this paper we propose the method of generating the maximum length sequence based on Self

Programmable Cellular Automata. Recently there is a research trend such that increased CA dimensio-

nality and PCA which applies different rules on the same cell at different time steps can make a

sequence with a long period. By changing a cell's state transition rules to give the cell dynamic energy

at each time step, we can make the period of a sequence longer and the randomness of a sequence

higher.
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현재 이웃에 적용되는 전이규칙에 따라 갱신된다.

3-이웃 CA의 상태전이함수는 아래와 같이 표현될 수

있다.


     

  
    

여기서 함수 f 는 CA의 전이규칙으로 결합논리를 갖

는 국소전이 함수이다. 본 논문에서 사용되는 전이규칙

은 규칙90 과 150으로 이 규칙에 대한 결합논리는 다

음과 같다.

• rule   
     

 ⊕   


• rule   
     

 ⊕ 
 ⊕   



개의 셀로 이루어진 -셀 CA의 전이규칙이 XOR

또는 XNOR로만 이루어졌을 때 다음상태를 구하는 함

수는 × 상태전이 행렬  
로 다음과 같이 나타

낼 수 있다.

•  
  : 번째 셀의 다음 상태가 현재 번째

셀에 영향을 받는 경우

•  
  : 그 외의 경우

CA의 다음 상태는 현재 상태 벡터와 행렬의 곱으로

얻어진다. 만약 
가 시간 인 순간 CA의 상태를

나타낸다면, 시간  순간의 상태와  인 순간의

상태는 아래의 식으로 표현될 수 있다 :

  
  ⋅



  
  ⋅  

  ⋅


같은 방법으로  단계 후의 상태는 다음과 같다.

  
   ⋅



이렇게 하여 만들어진 의 특성다항식 는

   이다. 가 인수분해 되지 않는 차

다항식이고  을 나눌 때, 의 최솟값이  

인 다항식을 차 원시 다항식이라 한다[9]. 주어진 CA

가 최대길이를 갖는 CA거 되기 위한 필요충분조건은

전이행렬의 특성다항식이 원시다항식이라는 것이다.

규칙 90과 규칙 150은 자기 자신에 의존하느냐 하지

않느냐에 대해서만 차이가 난다. 따라서 각 셀에 하나

의 제어선을 연결함으로써 각 시간 단계마다 같은 셀

에 규칙 90과 규칙 150을 각각 적용할 수 있다.

그림 2.1 3-셀 PCA 구조와 PCA 셀

따라서 -셀 CA 구조는  개의 CA 형태를 구현할

수 있다. 여기서 그 스위치와 조절 프로그램을 적절히

조절함으로써 같은 구조에 서로 다른 CA를 적용할 수

있다. 번째 bit가 1(0) 상태이면 번째 셀을 조절하는

스위치가 닫힌다(열린다). 이런 구조를 Programmable 

CA(PCA)라고 한다.

그림 2.2. SPCA 셀

그림 2.2는 90/150/165/105 규칙을 적용하는 Self 

Programmable CA(SPCA) 셀에 대한 구조이다. 일반적

인 PCA와 마찬가지로 SPCA에는 셀의 상태를 갱신하

기 위한 국소적인 상태 전이 이웃과 규칙을 정하기 위

한 이웃을 선택하는 새로운 규칙이 있다. 상태 전이 이

웃을 위해서 SPCA는 가장 가까운 3셀 이웃과 선형 규

칙을 조합하여 사용하는데 이때 사용되는 선형 규칙은

그림의 점선에 의해 조절할 수 있다. SPCA의 복잡도

는 규칙을 역동적으로 바꾸기 위해 이웃을 선택하는

부가적인 규칙 때문에 증가된다. 이렇게 이웃을 선택하

는 새로운 규칙으로 선형규칙과 여원규칙 모두를 정의

할 수 있다. 이웃을 선택하는 규칙의 output으로 셀의

상태를 조절하고 이미 설계된 두개의 상태전이 규칙들

을 서로 바꾸게 한다. 150/105 또는 90/165와 같은 모

든 여원 규칙 조합들을 사용하면 상태전이 이웃연결은

출력의 NOT gate에 의해서만 달라진다. 그와 동시에

150/105와 90/165의 상태 전이 이웃 연결은 그 셀 스스

로에 의존하느냐 하지 않느냐의 여부에 따라 달라진다.

따라서 네 개의 규칙을 길이 인 PCA에 적용하면 총

개의 서로 다른 hybrid CA 규칙 조합을 만들 수 있

다.

Ⅲ. PN 수열 생성

시간 인 순간 -셀 CA의 상태를 벡터  로 표기하

자. 각각의 시간이 단계적으로 진행되는 동안 CA의 상

태는 연속적으로 〈        ⋯〉을 만들어 낸다. 이

러한 방법으로 CA를 이용하여 반복되는 PRNG를 만들

수 있다.

를 ( ≥차 원시다항식이라 하고 를 

에 대응하는 90/150 CA의 전이행렬이라 하자. 다음 점

화식을 만족하는 수열  를 생각하자.

     

           ≥


여기서     , ∈⋯ 이다. 그러면 이

점화식에 의해 생성된 수열  는 다음과 같은 성질

을 갖는다.

<정리 3.1>  의 한 주기 내에서 생성되는 항의 

최대개수는  이다.                           □

정리 3.1에 의해 한 주기 내에서 생성된  개의

항들 중에는 같은 항이 반복되어 나타나기도 한다. 즉,

 보다 짧은 주기를 갖는 수열이 포함될 수 있다.

그런 수열들의 주기는 모두  의 약수이며 그중

가장 주기가 긴 최대주기 수열의 주기는  이 됨

을 알 수 있다.

식 (1)에 의해서 생성되는 수열  의 최대 주기가

 이므로 〈        ⋯〉에 포함되면서 더 짧은

주기를 갖는 수열을 나타내기 위한 적절한 표현방법이

필요하다. 따라서
  S S ⋯S w S S ⋯S w S S  ⋯S w⋯ 

가 생성되었다면 이것을           ⋯      

로 쓰기로 하자.

이제 생성된 수열   중에서 최대주기를 갖는 수열
의 모양과 그 생성원리에 대해 살펴보자.
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<정리 3.2> -셀 PCA에 의해 생성된 수열  가 

    ⋯   



    ⋯   



      ⋯    

 ⋯ 

⋮

        ⋯   





이면  는 최대주기수열이다. 여기서 의 주기는 

 이다.                                      □

<정리 3.3> 식(2)형태의 최대주기수열에서  

  

이다.   □

<정리 3.4> 점화식 (1)에 의해 생성된 수열  의 

 

번째 항의 모양은 다음과 같다.

 

  

       ⋯ 





  

 

가 차 원시다항식이고    을 만족하는 

에 대하여 ⊕    ≤  ≤   ≠ 을 만족

하는 ∈   ⋯   가 존재한다. 는 정

칙이므로 의 모든 열들은 일차독립이다. 또한 이 결

과를 이용하면 가 차 원시다항식이고   

을 만족하는 에 대하여  ≠임을 알 수 있다.

(단,  ≠ 이고 ∈   ⋯   ). 점화식 (1)

에 의하여 생성되는  의 항은

  ∈  ⋯   인  에 대하여     ,

     의 형태를 갖는다. 따라서 최대주기

수열  에 가 나타나는 규칙을 발견할 수 있다.

<정리 3.5> 식(2) 형태의 최대주기수열  의 원소

들     ⋯   


에는 가 유일하게 존재한다.  □

이제 를 적당히 선택함으로써 최대주기수열을 생성

하고자 한다. 정리 3.4의  존재성을 이용하면 최대주

기수열을 생성하는 에 대해 알 수 있다.

<정리 3.6>    인 경우의  는 식(2) 형태의 

최대주기수열이 될 수 없다.                       □

지금까지의 내용을 바탕으로 하여 -셀 CA가  

주기를 갖도록 하는 원시다항식과 행렬 를 찾아보자.

<예제 3.7> (a) 2-셀 CA

정리 3.4에 의하면         

이므로    가 되어야 한다. 여기서

   로 두면     

가 되어야 하므로 이 조건을 만족하는 2차 원시다항식

은    이다.

(b) 4-셀 CA

같은 방법으로

 

 

       



 

 

이므로     ,  

  를 이용하면

     

이다. 이제 우리는 를 적절히 선택함으로써 이것을

만족하는 와 원시다항식을 찾으면 된다.

(i)     인 경우 :

  이다. 식(3)을 만족하는 를 찾기 위해

  ,    , ⋯ 순서로 찾아 나간다. 우선  

인 경우를 보자. 그러면 식(3)의 오른쪽은 다음과 같이

된다.



 
 
 

 
 

그러므로   로 두면 생성되는  는 주기가

⋅   인 최대주기수열이 된다. 따라서   는

최대주기를 생성하는  중 하나이다.

(ii)      인 경우 :

(i)과 같은 방법으로 최대주기수열을 생성하는 를 찾

으면        이다.

<정리 3.8> 점화식 (1)에 의해 생성되는 수열의 항들 

    ⋯   

중         ,  ≤ ≤ 이며 

가 다음을 만족하면  는 식(2) 형태의 최대주기수

열이다. 

                   mod

  

 ≤≤     　 □

    

정리 3.8에 의하여 최대주기수열을 생성하는 는 

차 원시다항식의 켤레근들 중 하나임을 알 수 있다. 따

라서 최대주기수열을 생성하기 위한 를 선택하는데

걸리는 시간은 이다.

<정리 3.9> 주기가  인  의 각 열은 최대주

기를 갖는 어떤 -셀 90/150 CA에 의해서 생성된 

수열과 같다.                                    □

이제 정리 3.9에 의하여 2차의 원시다항식을 이용하

여 4차의 원시다항식으로 만들 수 있는 긴 주기의 PN

수열을 생성할 수 있다. 차수가 높은 경우에는 아주 의

미 있는 결과라고 할 수 있다.

<예제 3.10>    이고    
 
라 하자.

여기서  ,     로 두고 계산한 결과는

이다. 이렇게 생성된 벡터들을 옆으로 나열하면
              
              

이 되는데 이것은 4차의 원시다항식    으로

생성할 수 있는 주기 15인 수열이다.

<예제 3.11>    라 하면 특성다항식은

   이다.

1.   : 주기 7인 수열   생성

    

           

            

            

            
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            

            

       

2.    : 주기 ⋅   인 수열   생성

위와 같은 방법을 사용하여    로 두었을 때 최대

주기를 생성여부를 알아보았다.

 1 2 4  1 2 4 8

  ○   ○ ○

   ○    ○ ○

 1 2 4 8 16

   ○

   ○

     ○ ○

    ○ ○

    ○

    ○

 1 2 4 8 16 32

  ○ ○

   ○ ○

    ○ ○

    ○ ○

     ○ ○

    ○ ○

Ⅳ. 결론

본 논문에서 우리는 셀의 상태전이 규칙을 각 단계마

다 다르게 적용하도록 변형함으로써 -셀  CA

를 이용하여 -셀  CA에 의해 생성된 수열과

같은 주기를 갖는 수열을 생성하는 알고리즘을 제안하

였다. 이 관계식을 이용하여 생성된 수열이 모두 최대

주기수열이 되는 것은 아니지만 -셀  CA를 이

용하여   주기를 갖는 수열이 생성될 수 있음을

발견한 것과 생성된 수열 중 최대주기를 갖는 수열의

알고리즘 및 그 원리의 타당성을 보인 것의 의의는 크

다고 사료된다.
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