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요약ˇˇ 본 논문에서는 수학 교육을 위한 실시간 그래프 저작 시스템을 제안한다. 사용자는 

대략적인 스케치를 통해 의도하는 그래프를 쉽게 그릴 수 있으며 실제 수학 교육에서 필요한 

부가적인 정보 역시 쉽게 포함시킬 수 있다. 이와 더불어, 본 논문에서는 복잡한 그래프를 쉽게 

그리기 위해 이미 그려져 있는 그래프 중 현재 그리고 있는 그래프와 가장 유사한 그래프를 

찾아서 후보로 제시하는 방법을 제안한다. 

↲ 

AbstractˇˇWe present a real-time graph drawing tool for mathematics education. 

We developed a sketch-based graph drawing interface that recognizes the 

schematic sketch of a graph.  Our system generates figures displaying useful 

supplementary information such as auxiliary lines, abscissas, and ordinates.  The 

resulting graphs are very similar to the graphs commonly found in textbooks. We 

also developed a graph retrieval system that makes rapid graph drawing feasible.  

↲ 
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1. 서론 

수학 교육에서 그래프를 이용한 의사 소통 방법은 가장 

효과적인 방법들 중 하나이다. 어떤 함수의 극대, 극소, 

변곡점과 같은 개념을 설명하는 과정에 있어서, 그래프를 

그리지 않고는 학생들의 직관적인 이해를 유도하는 것이 

거의 불가능하다. 수학 수업을 하는 동안 선생님들이 매일 

많은 그래프를 그려가며 강의를 진행 하지만, 사실 이러한 

과정은 시간이 많이 걸림과 동시에 매우 성가신 일이기도 

하다. 게다가 정교한 그래프를 그리는 데는 상당히 많은 

경험이 필요하다. 

컴퓨터 활용능력이 어느 정도 요구되는 e-Learning 과 

같은 수업 환경에서는 이러한 상황이 더욱 심각하다. 일부 

교사들은 시험 문제를 만들거나 문제집을 편집 할 

때 CorelDRAW™와 같은 소프트웨어를 이용하여 정교한 

그래프를 그리기도 하지만 이러한 도구들의 사용법을 

익히는데도 상당히 많은 시간이 들뿐만 아니라 도구의 

사용법을 안다고 하더라도 원하는 그림을 빠른 시간 내에 

그리기는 용이하지 않다. Maple™이나 Mathematica™와 

같은 CAS (Computer Algebra System) 소프트웨어를 

이용하여 함수의 그래프를 그릴 수도 있지만, 이러한 

기존의 시스템들을 이용하여 그래프를 그리는데 있어서는 

실제 수업에 사용할 때 필요한 부가적인 정보를 

표현하기가 쉽지 않다.  

최근 컴퓨터 기술의 급속한 발전과 함께 수학 교육에 

컴퓨터를 이용한 최신 기술들을 도입하려는 시도들이 

활발하게 진행되어 왔다. Maple™이나 Mathematica™와 

같은 CAS 소프트웨어를 실제 교육에 사용하여 그 효과를 

알아보는 연구는 오래 전부터 시도되었고 [1], 펜/스케치 

인터페이스에 대한 연구가 진행되면서 이를 교육에 

적용하려는 연구들 또한 많이 시도되었다 [2, 3].  

본 논문에서는 수학교육을 위한 효과적인 그래프 저작 

도구를 제안한다. 본 논문에서 제안하는 시스템은 스케치 

인터페이스를 사용하여 사용자가 시스템에 대한 사전 

지식이 없더라도 쉽고 빠르게 원하는 그래프를 얻을 수 

있게 해 준다. 또한 현재 그리고 있는 그래프와 유사한 

그래프를 시스템이 자동으로 데이터베이스에서 검색하여 

사용자에게 제안해 줌으로써 복잡한 그래프를 약간의 

수정을 통해 쉽게 그릴 수 있도록 해 준다. 

본 논문의 구성을 다음과 같다.  제 2 절에서는 본 연구와 

관련된 이전연구에 대하여 간단하게 살펴본다.  제 3 

절에서는 본 연구에서 제안하는 시스템의 스케치 기반 

인터페이스에 대해 설명한다. 제 4 절에는 시스템의 그래프 

제안 기능을 소개하고, 마지막으로 제 5 절에서 본 논문의 

결론을 맺는다. 

2. 관련 연구  

Maple™ 이나 Mathematica™ 와 같은 CAS 프로그램을 

수학교육에 도입하려는 많은 시도가 있었다. 하지만 이러한 

프로그램의 인터페이스는 그림을 칠판에 직접 그리는 

과정에 비하여 그리 직관적이지 못하다. 사용자들은 

그래프의 개략적인 형태를 그리는 것과 같이 직관적인 

방법이 아니라 표 1 에서 주어진 예제들과 같이 복잡한 

명령어를 입력해야 하며 평면곡선의 점근선이나 점의 

x , y 좌표와 같은 부가적인 정보를 표시하려면 더 많은 

명령어를 입력해야 한다.  

 

표 1. 함수 2 4 7y x x= − + 을 그리기 위한 

명령어들 

 

본 논문에서 제안하는 시스템의 주요 기능중의 하나가 

바로 스케치 기반 인터페이스이다. 이러한 스케치 기반의 

사용환경은 많은 응용프로그램들에서[3]-[6] 광범위하게 

사용되어 왔으며 교육에 도입하려는 시도도 많이 이루어져 

왔다. 박천현 등 [7]은 교실환경에 적합한 많은 기능을 

갖춘 CSEE(Communication System for Electronic 

Education)를 제안하였다. CSEE 의 2D Modeler 를 
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이용하여 사용자는 포물선, 쌍곡선, 타원과 같은 2D 

그래프를 쉽게 그릴 수 있다. LaViola 와 Zeleznik[2]의 

MathPad2 는 스케치 인터페이스를 기반으로 한 직관적인 

문제풀이와 이를 시각화하는 기능을 제공한다. 

MathPad2 가 손으로 쓴 수식의 역동적인 시각화에 초점을 

맞춘 반면 본 논문에서 제안하는 시스템은 CSEE 의 2D 

Modeler 기능을 확장하여 정확한 그래프를 보다 빠르고 

쉽게 그리는데 초점을 맞추었다. 사용자는 명령어를 

복잡하게 입력하지 않고도 그래프의 개략적인 형태를 

스케치하여 함수의 그래프를 쉽게 그릴 수 있다. 

기존의 소프트웨어 패키지들은 많은 기능들을 제공하고 

있지만 교재제작이나 학교수업에서 직접 활용할 수 있는 

기능은 그리 많지 않다. 이는 기존의 소프트웨어들이 주로 

공학이나 자연과학 분야의 연구에서 활용하기 위해 

개발되었기 때문이다. 반면에 Pedagoguer 의 

GraphEq™는 교육분야에서의 응용을 위하여 개발되었다. 

GraphEq™는 종이에 수식을 쓰는 것과 유사한 

인터페이스를 제공하며 편리하게 부등식의 영역을 

표시하는 기능을 가지고 있다. 하지만 GraphEq™의 

인터페이스는 키보드와 메뉴에 기반을 두고 있어서 스케치 

기반의 인터페이스에 비하여 직관적이지 못하다는 단점이 

있다. 게다가 다양한 부가 정보들을 표시하는 과정이 매우 

불편하다. 본 논문에서 제안하는 시스템은 스케치기반의 

인터페이스뿐만 아니라 접선이나 점의 좌표, 점근선과 같은 

부가정보들을 쉽게 표현할 수 있는 기능을 제공한다.   

본 논문에서 제안하는 주요기능 중의 하나는 그래프 검색 

기능이다. 본 시스템은 사용자의 스케치를 입력으로 받아서 

이와 유사한 그림들을 데이터베이스로부터 자동으로 

검색하여 찾아내고, 이중에서 사용자가 원하는 그림을 쉽게 

선택할 수 있도록 보여준다. 2D 그래프 검색[8], 내용기반 

3D 검색[9]-[11], CAD 데이터베이스 검색[12] 등에서 

이러한 검색기능에 대한 연구를 찾아 볼 수 있다. 우리의 

시스템은 그래프 검색을 통하여 스케치와 비슷한 후보들을 

추천하고 그 중에서 사용자가 원하는 것과 가장 유사한 

그래프를 선택하고 약간의 수정을 거쳐 원하는 최종 

결과를 쉽게 얻도록 한다.  따라서 복잡한 그래프를 

그리는데 드는 시간을 획기적으로 줄일 수 있다.  

3. 스케치 기반 그래프 드로잉  

그래프를 그리는 데 있어서 가장 중요한 요소는 그리고자 

하는 그래프의 특징이다. 예를 들어, 2 차 함수의 경우 

그래프는 위로 볼록이거나 아래로 볼록인 모습이다. 또한 

3 차 함수의 경우 이 그래프는 보통 2 개의 극점을 가진다. 

이러한 함수의 특징을 이용하여 사용자는 원하는 그래프를 

빠른 시간 내에 직관적으로 그릴 수 있다 [그림 1].  

 

(a) 

 

(b) 

그림 1. (a) 원하는 그래프 개략적인 형테의 

스케치; (b) 사용자의 스케치가 함수 그래프로 

변환된 결과 
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본 시스템에서는 이러한 그래프의 특징을 사용자의 제스쳐 

인식에 사용하였다. 본 연구에서 사용하는 제스쳐 집합은 

아래의 [표 2]와 같다.  

 
 

표 2. 제스쳐 집합  

 

사용자의 스케치로부터 제스쳐 정보를 얻기 위해서는 

스케치데이터를 일정한 간격으로 다시 샘플링해야 한다. 

데이터를 다시 샘플링 하는 과정에서 불필요한 점들을 

제거하고 점들이 고루 분포하도록 한다. 그 이후 스케치 

데이터와 유사한 그래프들을 후보로 생성하고 그 각각의 

후보에 대하여 스케치데이터와의 오차를 계산한다. 이 

중에서 오차가 가장 작은 후보를 결과로 택한다. 

제스쳐를 이용하여 그래프의 원형을 그린 후에 사용자는 

그래프의 부가적인 정보들을 몇 번의 클릭으로 쉽게 

입력할 수 있다. 점의 좌표, 접선, 함수의 범위 제한, 

점근선, 구분구적법 등등 중등 교과과정에서 소개되는 

수학개념들은 모두 표현이 가능하다.  

4. 후보 그래프 제안 인터페이스 

스케치를 이용해서 2 차 혹은 3 차 그래프를 그리는 

과정만으로는 복잡한 그래프를 빠르게 그리는 데 한계가 

있다. 수학 선생님들이 수업 중에 그래프를 그리는 과정을 

살펴보면 기본이 되는 그래프를 하나 그려놓고 필요에 

따라 약간의 수정을 가해서 그래프를 그린다는 것을 알 수 

있다. 본 논문에서는 이 점에 착안하여 현재 그리고 있는 

그래프와 유사한 그래프를 미리 그려진 그래프들 중에서 

선택하여 후보로 제안함으로써 복잡한 그래프도 단시간에 

그릴 수 있는 인터페이스를 제안한다 [그림 2]. 

 

그림 2. 현재 그리고 있는 함수와 가장 비슷한 

후보 그래프들이 보조 창에 제안된 모습 

 

후보 그래프를 제안하기 위해서는 두 그래프간의 유사도를 

비교할 수 있는 기준이 필요하다. 본 시스템은 두 

그래프 A 와 B 의 유사도를 아래와 같이 정의한다.  

0

( , ) ( , )
n

i i A B
i

D A B w d f f
=

= ⋅∑ . 

여기서 iw 는 가중치, id 는 유사도 함수, 그리고 Af , Bf 는 

각각 그래프의 특성 벡터를 나타낸다. 특성 벡터는 다음과 

같은 정보를 포함한다: 수식의 타입, 최고차항의 계수, 

x , y 절편의 개수, 극점의 개수. 

그래프를 비교할 때 특성 벡터의 각 정보에 대해서 

0~1 사이의 점수를 매긴다. 수식 타입의 경우 수식의 

타입이 같고 최고차항의 부호가 같은 경우 0 이고 그 외의 

경우는 1 이다. x , y 절편의 개수는 두 그래프의 

x , y 절편의 수를 각각 계산하여 그 차이 값을 구한 뒤에 

그 값을 0 에서 1 사이 값으로 정규화 시킨다. 극점의 

개수도 마찬가지로 두 그래프의 차이 값을 계산하여 

정규화 시킨다. 최종적으로 각 정보에 대한 가중치를 

곱하여 유사도를 결정한다.  

그래프가 하나 이상의 수식으로 이루어져 있을 경우에는 

두 그래프에 있는 수식들 중에서 가장 유사한 수식끼리 

짝을 지어 비교하는 것이 중요하다. 이를 위해서 모든 

가능한 수식 쌍의 유사도를 비교하여 이중에서 유사도가 
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가장 높은 쌍을 이룬다. 두 그래프의 유사도는 이들 수식 

쌍들의 유사도의 합으로 결정된다. 

위에서 정의한 유사도를 바탕으로 사용자의 스케치 입력이 

들어오면 해당 입력과 데이터베이스에 저장된 그림간의 

유사도를 계산한 뒤 유사도 순으로 정렬하여 가장 

유사도가 높은 그림들을 후보로 추천한다.  

5. 결론 

본 논문에서 제안하는 시스템은 수학 교육에서 사용되는 

그래프를 스케치를 통하여 직관적으로 그릴 수 있도록 

하며 수학교육에 필요한 다양한 부가정보를 쉽게 표현할 

수 있게 한다. 또한 후보 그래프를 제안하는 인터페이스를 

이용하여 복잡한 그래프도 약간의 수정만으로 빠르게 그릴 

수 있는 기능을 제공한다. 이러한 그래프 저작 시스템은 

현직 교사들이 컴퓨터를 이용하여 그래프를 그리는데 

유용하게 사용될 수 있으며 차후 전자 칠판 등에 응용되어 

효과적인 수학교육공학의 활성화에 크게 기여할 수 있을 

것이다. 
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