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Abstract - 본 논문에서는 안정도 단계(degree of stability)가 고려된 
LQ 최적 제어에 대한 근사 다이나믹 프로그래밍 기법을 제안한다. 제안
된 근사 다이나믹 프로그래밍 기법은 시스템 행렬(system matrix)를 모
르는 경우에도 구현할 수 있으며, 특정 조건하에서 수렴성을 가짐을 수
학적으로 증명하였다. 또한 제안된 알고리즘을 토대로 하는 최소 자승법 
기반 실시간 구현 방법에 대해 소개하였으며, 컴퓨터 모의 실험을 통해 
제안된 근사 다이나믹 프로그래밍의 성능을 입증하였다.

1. 서    론

  근사 다이나믹 프로그래밍 (approximate dynamic programming:  
ADP)은 강화 학습 기반의 반복계산을 통해 시스템에 대한 최적 입력을 
구하는 방법을 일컫는다[1]. 이산시간 시스템과 연속시간 시스템에 대한 
이러한 ADP에 대한 연구가 지속적으로 진행되고 있다. 특히 이산시간 
기반 ADP의 종류 중 하나인 ADHDP (Q-learning) 기법은 모델을 모르
는 상태에서도 최적입력을 구할 수 있다는 점에서 다른 ADP 기법에 비
해 더욱 주목받는 방법이다[2]. 하지만, 많은 응용 연구들이 수렴성에 대
한 고려를 하지 않은 채로 ADHDP를 사용해 왔고, 이는 시스템의 불안
정성을 초래하는 원인이 되었다. 이를 해결하기 위해 Bradke는 이산시
간 LQ 최적 제어에 대한 ADHDP 기법의 수렴성을 증명하였다[3]. 한편, 
Baird에 의해 연속시간에서는 Q-learning을 사용할 수 없다는 사실이 
지적되었고[4], 이에 따라 연속시간에서의 Q-learning을 대체할 수 있는 
ADP 알고리즘들이 개발되었다[4-5]. 하지만, [4-5]에서 개발된 알고리즘 
역시 수렴성을 보장하지 못한다는 문제를 가지고 있다. Murray, Vrabie 
등은 시스템 행렬(system matrix)을 모르는 선형 시스템에 대해 적용 
가능한 ADP 알고리즘을 제안하였다 [6]. 제안된 알고리즘은 비록 입력 
결합 행렬을 알아야 한다는 제약이 있지만, 수렴성이 어느 정도 보장된 
기법들로, 기존 알고리즘이 가지고 있는 단점을 크게 보완하였다. 
  한편 강화학습 기법에서는 현재와 미래의 보상값에 가중치를 두는 방
법을 도입하여 학습 방법을 다양화시켰다 [7]. 이렇게 현재와 미래의 비
용에 가중치를 주는 기법은 제어공학 영역에서도 개발되었는데, 이러한 
가중치 방법을 사용하면, 최적 제어 시스템에 안정도 여유를 줄 수 있다
는 장점이 있다 [8]. 하지만, 이러한 가중치 방법의 장점에도 불구하고, 
그에 대한 ADP 방법에 대한 연구는 전무한 실정이다. 본 논문에서는 
이러한 가중치, 즉 안정도 단계(degree of stability)가 고려된 2차 비용
함수와, 불확실한 시스템 행렬을 갖는 연속시간 선형시스템에 대한 
ADP 기법을 제안한다. 제안된 방법을 통해 안정도 단계가 고려된 LQ 
최적해를 구할 수 있으며, 제안된 기법이 일정 조건하에서 수렴성을 가
짐을 본 논문에서 증명하였다. 또한, 제안된 방법을 토대로 하는 최소자
승법 기반 ADP 알고리즘 구현 방법을 소개하고, 컴퓨터 모의실험을 통
해 제안된 방법의 성능을 입증하고자 한다.

2. 안정도 단계가 고려된 ADP 알고리즘

  제어 대상이 다음과 같은 선형 시스템으로 표현된다고 가정하자.

        (1)

여기서 ∈와 ∈은 각각 시스템의 상태변수와 제어입력이고, 
와 는 상수계수를 갖는 행렬이다. 위 시스템에 대해 다음과 같은 성
능 함수를 고려하자.

 


∞

                (2)

여기서 는 안정도 단계를 나타내는 상수이고,   와  은 각각 양확정
(positive definite), 준양확정(positive semi-definite) 행렬이다. 본 논문에
서 제안하는 ADP 알고리즘의 목적은 행렬 에 대한 정보가 주어지지 

않았을 경우 상기의 비용 함수 를 최소화 시키는 제어 입력  

를 구하 것이다. 그러한 행렬 의 존재성 및 유일성을 위해 시스

템 (1)에 대해 다음과 같이 가정한다.

가정 1: 는 안정화 가능(stabilizable)하고 측정 가능 
(detectable) 하다.

위 가정하에 최적행렬 는 행렬 와 를 알고 있는 경우 다음과 같
이 구할 수 있다.

 (3)
여기서 준양확정 행렬 는 아래와 같은 리카티 대수 방정식(algebraic 
Riccati equation: ARE)을 만족시킨다.

       (4)
  상기 무한 계획(infinite horizon) 성능 함수 는 다음과 같이 근사화  
시킬 수 있다. 

   




     (5)

여기서 는 의 근사함수이다. 식 (5)를 기반으로 반복 
알고리즘을 도출하면 다음과 같다.

   




     (6)

여기서 는 반복횟수를 나타내고,  는 번째 반복점에서 구한 성능

함수의 근사함수이다. 위 식에서  는    
  ≥와 

같은 이차형식으로 나타낼 수 있으므로, 식 (3)과 식 (6)을 기반으로 다
음과 같은 ADP 반복 알고리즘을 얻는다.

성능함수 업데이트:

   






     (7)

제어기 업데이트:              (8)

여기서  
 로 정의된다. 상기의 ADP 알고리즘에는 행렬 

가 포함되지 않았으므로, 행렬 를 모르더라도 위 반복법에 의해 최

적 입력 를 얻을 수 있다. 

Remark 1: 으로 놓으면, 위 알고리즘 (7)-(8)은 Vrabie의 ADP 알
고리즘[6]과 같아진다. 따라서 Vrabie의 알고리즘은 본 논문에서 제안된 
알고리즘의 특수한 형태라 할 수 있다.

정리 1: 만일  ≥  이면, 모든 i 에 대해  ≥  가 성립한다.

증명: 지면 제한상 본 정리의 증명은 생략한다.

정리 2: 위 선형 시스템 (1)이 가정 1을 만족하고, 행렬  

가 Hurwitz라고 가정하자. 만일 알고리즘 (7)-(8)이 매 번째 단계에서 
부등식

′  


≥      (9)

을 만족시킨다면, 모든 에 대해서 행렬  가 Hurwitz이고, 

다음이 성립한다.
    1)      ,

    2) lim
→∞

   

여기서 는 행렬  의 최대 고유값이다.

증명: 지면 제한상 본 정리의 증명은 생략한다.
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정리 2는 제안된 ADP 방법의 수렴성에 관한 정리이다. 상기 조건 (9)를 
만족시키기 위해서는 행렬 R의 노름 ∥∥과 오차  , 주기 T
가 충분히 작아야만 한다.

3. 최소자승법 기반 알고리즘 구현 및 시뮬레이션

  본 논문의 2장에서 제안된 ADP 알고리즘은 매 번째 반복시행에서 
의 모든 항목을 변경시킨다. 즉,     개의 

변수가 한번에 갱신(update) 된다. 하지만, 그와 관련된 식은 단 하나의 
식 (7)만이 주어져 있기 때문에 알고리즘 실행에 문제가 발생한다. 본 
절에서는 이를 해결하기 위한 최소자승법 기반 ADP 알고리즘을 소개하
고, 이를 이용한 시뮬레이션 및 그 결과에 대해 토의한다. 

  3.1 최소자승법 기반 ADP 알고리즘
  위와 같은 문제를 해결하기 위해서는   를 주기로 매 순간의 상태정
보를 획득해야 한다. 번째 반복시행에서 획득한 ≥개의 상태정

보를 각각 
  , 

  , ..., 
 라 하자. 그러면, 각각의 

  , (  = 1,2,..., 

N)에 대한 번째 성능함수  는 다음과 같이 표현된다.

 
    

  
    

  ϱ        (10)

여기서 

 
는 

 의 크로네커 곱(Kronecker product)이고, ϱ⋅는 
×  대칭행렬(symmetric matrix)을 차원의 열벡터로 사상시키는 

연산으로, 다음과 같이 정의된다.
 ϱ       ⋯      

    ⋯      

⋮

    


       (11)

여기서 는 행렬 P의 번째의 원소이다. 이제, 위 표현들을 바탕

으로 식 (7)을 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

 
 ϱ        ϱ    (12)

여기서 는 다음과 같은 시스템으로 정의된다.
            (13)

위 시스템 (13)에서 는 시스템의 대역폭을 결정해 주는 인자(factor)로 
작용한다. 이는 실제 시스템에서의 고주파 잡음을 제거하는 역할을 함으

로써 잡음에 의한 시스템의 성능 저하를 방지한다. 이제 
 
    

   
  ϱ 로 정의하면, 상기 (12)의 최소 자

승해는 다음과 같이 표현된다.

ϱ                    (13)

여기서 와 는 각각

    
  

   
   ,

    
 
  


 
    


 
 



로 정의된다.

  3.2 모의실험 결과
  본 절에서는 다음과 같은 선형시스템에 대한 모의실험을 통해 본 논
문에서 제안된 ADP의 성능을 검증한다. 모의실험에 사용될 제어대상은 
다음과 같다.
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
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
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
























            (14)

ADP를 통해 최소화시킬 성능함수는 다음과 같다.

 


∞


 

 
    (15)

본 모의실험에서는 초기값을    
  로 설정하였고, 식 

(7)의 주기 T를  로 설정하였다. 차수가 3차이므로, 최소 
    마다 ADP 기반 업데이트가 수행된다. 실험결과는 그림 
1, 2와 같다. 위 시스템에 대한 행렬 P의 참값과 본 실험을 통해 구한 

행렬 P의 추정치   는 다음과 같다.






  
  
  




,  





  
  
  






상기 결과로부터 매우 정확하게 추정된 것을 알 수 있다.

<그림 1> 상태변수의 궤적

<그림 2> 행렬 의 궤적

4. 결    론

  본 논문에서는 안정도 단계, 즉 가중치가 고려된 LQ 최적 제어에 대
한 ADP 기법을 제안하였다. 제안된 방법은 시스템 행렬을 모르는 경우
에도 적용 가능하며, 일정 조건하에서 수렴성을 가짐이 증명되었다. 또
한, 이에 대한 최소자승법 기반 ADP 알고리즘 구현 방법이 소개되었고, 
모의실험을 통해 제안된 방법의 성능을 입증하였다.
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