
  1 

시변환 스트레스 조건에서의 와이블 분포의 모수  

및 가속 모수에 대한 베이시안 추정을 사용하는  

이산 시간 접근 방법 
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Abstract 

This paper suggests a method using Bayesian inference to estimate the parameters of Weibull distribution 

and acceleration parameters under the condition that the stresses are time-dependent functions. A Bayesian 

model based on the discrete time approximation is formulated to infer the parameters of interest from the 

failure data of the virtual tests and a statistical analysis is considered to decide the most probable mean values 

of the parameters for reasoning of the failure data.  

1. 서 론 

가속수명시험을 위해서는 복수의 시험조건에서 

다수의 시험 샘플의 고장발생시간을 계측하여 

와이블 분포를 가정하여 형상모수를 계산하고 

가속 시험을 위한 스트레스에 대한 가속 모수를 

정하는 것이 일반적 방법이다. 그러나, 이 방법은 

비교적 안정된 데이터 분석 결과를 주는 이점이 

있으나 필요한 데이터를 수집하는데 시험 시간이 

과다하게 소요되어 현실적 적용에 한계가 있다. 

또한 실제의 상황에서는 가속 시험을 시변환 

스트레스(time-varying stress) 조건하에서 

실시하는 것이 필요한 경우가 대부분이다. 현재의 

가속 시험 분석용 소프트웨어는 Nelson 이 제안한 

누적손상모델(cumulative damage model)이 주로 

사용되고 있다. 이 경우 지수 분포와 와이블 

분포를 가정하여 해석이 시도되고 있다[2][6].  

본 논문에서는 베이시안 모델링(Bayesian 

modeling)을 사용하고 수명이 와이블 분포를 갖는 

경우에 대해서 단수 또는 복수의 가속인자를 갖는 

일반 가속 모델(general acceleration model)을 

가정하여 와이블 분포의 모수와 가속모수를 

추정하는 방법을 제시한다.   

2. 이론 전개에 대한 가정 

본 논문에서는 이론 전개에 다음의 가정을 설

정하여 베이시안 모델링을 구성한다. 

① 고장의 .확률 분포는 와이블 분포로 표현할 

수 있으며 이 분포의 형상 모수는 인가되는 스트

레스 조건에 관계없이 일정한 값을 갖는다. 

② 인가된 스트레스는 시간에 대한 함수로 표현

되고 본 논문의 예제에서는 스텝 스트레스를 가

정하고 있다. 

③ 인가된 스트레스의 가속모수는 항상 양의 값

을 가지며 이는 스트레스가 증가하면 와이블 분

포의 척도모수가 감소하여 특성수명이 단축되는 
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것을 의미한다. 

3. 기본 개념 및 이론  

3.1 기본 개념 

본 연구에서는 와이블 분포에 대한 확률밀도함

수와 신뢰도 함수를 시간에 대한 연속 함수에서 

일정 단위 시간으로 분할된 이산 시간 구간

(discrete time interval)으로 변화시켜 이론을 전개한

다[4]. 이와 같이 연속적 시간이 아닌 이산 시간 

구간을 사용하는 이유는 초기점으로 부터의 누적 

손상에 의한 효과를 수식으로 표현하는데 편리하

기 때문이다. 여기서 실제 시간 

∞<<<<< Laaa L210  을 이산 분할하고 jA

가 구간 ),[ 1 jj aa − 를 나타내고 이 경우 첫 번째 

구간은 ),0[ 1a 으로 표현된다. 여기서 일정 구간으

로 나누어진 이산분포의 j 번째 구간의 확률밀도

는 1)Pr( +−=∈= jjjj SSATf 이고 

Ljjjj fffaTS +++=>= +− L11)Pr( 이다. 

그리고 j번째 구간에서의 고장률 함수는  

jjjjj SfaTATh /)|Pr( 1 =>∈= − 로 표현된다. 

또한, jjj hSS −=+ 1/1 의 관계에 의해서 초기부 

터 이전의 r개의 연속적 구간에서 사상(event)이 

발생하지 않은 1+r  구간에서의 신뢰도 함수는  

)1(
1

1 j

r

j
r hS −=Π

=
+ 이고 우도함수는 각각의 i  개 

체와 구간 j에 대한 관측 중단 변수 ijw 가 구간 

],( 1 jj aa − 의 끝점 ja 에 대해서 설정한다. 즉, 이 

구간에서 사상이 발생하면 ijw 는 1 이 되고 그 

이전 구간의 ijw 는 모두 0 으로 설정된다. 

3.2 이산 와이블 고장률 모델 

기준 고장률 함수를 )exp()(),( 0 xtxt βλλ = 로 정 

의하면 가속 인자를 갖는 와이블 고장률 함수는  

1),( −= γνγλγtexth 로 표현되고 여기서 γ 는 형상 

모수를 나타낸다. 또한, 변수벡터 ijx 를 고려하여 

ijjij xβν = (여기서, i는 개체 인덱스, j는 시간 

구간 인덱스)로 표시하고 const=0λ 로 가정하고.   

구간 ),[ 1 jj aa − 에서 constxij = 로 가정한다.  

여기서 누적 고장률 함수와 신뢰도 함수의 관계식  

은 식(1)과 같다. 

))(exp()( tHtS −= , ∫=
t

duuhtH
0

)()(     (1) 

이산 구간에 대해서 )(tH 는 식(2)와 같이 표현할  

수 있다[3]. 
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여기서 모든 i에 대해서 jij xx = 이고 모든 jx 는 

구간 ),[ 1 jj aa − 에서 일정한 값을 갖는다고 가정하 

면 j구간의 jH 는 식(3)과 같이 표현된다[1]. 

))(( 10

γγγβλ −−= jj

x

j aaeH jj
             (3) 

여기서 j  구간에서의 신뢰도 조건부 확률 jq 는  

구간 기간 constdd j == 로 가정하면 식(4)와 

같이 표기할 수 있다. 

)exp( jj Hq −=  

   }]))1((){(exp[ 0

γγγβλ −−−= jddje jjx
 

   }])1({exp[ 0

γγγγβλ −−−= jjde jjx
       (4) 

으로 표현되고 다시 변형시키면 식(5)가 된다. 

)]ln()ln(exp(exp[ *

j

x

j deq jj φγλγβ ++−=   (5) 

여기서, 0

* ln λλ = , 
γγφ )1( −−= jjj 임을 나타 

낸다. 따라서, j구간에서의 고장률 함수는 식(6) 

으로 표시할 수 있다. 

jj qh −= 1  

))]ln()ln(exp(exp[1 * dx jjj γφγβλ +++−−=
                                   (6) 

또한, ])1(exp[ 0

γγγβ λ djeS jjx

j −−= 로 부터  

j구간에서의 우도(likelihood)를 다음과 같이 구할  

수 있다. 

jjj Shf = )}exp(1{
)ln(* γφλγβ dx jjje

++−−=  

    )exp(
)ln(

1

1

* γφλγβ dx
j

k

kkke
++

−

=
−Π×  

그런데, j구간에서의 i개체의 사상확률 ijπ 는 
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이 구간에서의 고장률로 생각할 수 있다. 즉, 

)exp(1
)ln(

* γφλγβπ dx

jij
jjjeh

++−−== 으로 표시된다. 

한편, 와이블 분포에서의 척도모수η  는 식(7)과 

같이 표현된다. 

 















=

jxe
β

γ

λ
η

11
1

0

,  )exp( *

0 λλ =    (7) 

 

3.3 Winbugs를 사용한 베이시안 모델링 

3.3.1 이산 시간 접근 방법( Discrete Time 

Approximation Method)를 사용한 베이시안 모델 

 

j구간에서의 i개체의 사상 확률을 ijπ 라 하고 

관찰된 고장 데이터 또는 관측 중단 데이터의 구

간 인덱스를 ir 라 하면 베이시안 모델의 기본 형

태는 식(8)과 같다. 이때 constj == ββ 로 가정

한다.  

 )(~ ijij Bernoulliw π ,  이때 

ni ,...,2,1= , irj ,...,2,1=  

)ln())1ln(ln( * γφλγβπ dx jjij ++=−−     (8) 

여기서 
γγφ )1( −−= jjj 이고 보수 로그-로그함

수 대신 수렴성이 우수한 로짓(logit) 함수를 사용

하여 ijπ 를 다시 표현하면 식(9)가 된다. 

)ln()(log * γφλγβπ dxit jjij ++=          (9) 

그리고, Winbugs 에서의 모델링을 위한 각 파라미

터에 대한 사전분포는 식(10)과 같이 설정한다. 

),(~ τµβ N ,  )001.0,1(~ Gammaγ      (10) 

여기서 정규 분포의 평균 µ 와 분산의 역수 τ 는 

적절한 임의값으로 설정하나 예상되는 평균과 같

은 차수를 갖도록 하는 것이 수렴에 유리하다. 

3.3.2  R 언어를 이용한 베이시안 모델에 대한 

랜덤 초기값 발생 

 

Winbugs 로 베이시안 모델을 실행하기 위해서는 

가속 스트레스 데이터와 고장 데이터를 입력하고 

임의 초기값을 지정하는 것이 필요하다. 그런데 

모수를 추정하기 위해서는 랜덤하게 발생된 다수

의 초기값에 의한 모수의 계산값의 분포가 필요하

다. 이때 통계용 R 언어에서 Winbugs 로 작성된 

베이시안 모델의 서브루틴을 실행시키는 것이 효

과적이다. 즉, R 언어로 작성된 주 프로그램에서 

초기값의 난수를 발생시켜 이 값들이 베이시안 모

델의 서브루틴에서 사용하도록 작성한다[5].  

4. 가상 시험에 대한 결과 분석 

 본 논문에서 사용하는 예제는 모두 가상의 시험 

데이터이고 이 데이터는 미리 선정된 파라미터의 

가속모수를 사용하여 정의된 이산 확률 분포

(discrete density distribution)를 계산하고 이 분포에 

따라서 난수를 발생시켜 얻은 고장 데이터이다. 

여기서 j구간의 이산 확률 밀도를 계산하기 위해

서는 jjj Shf = 의 관계식을 사용한다. 따라서, 

ββ =j  이고 2≥j 이 경우에 식(11)로 계산된다. 

}))1((exp{ 0

1

1

γγγγβ λ dkkef kx
j

k
j −−−Π=

−

=
 

    }))1((exp{ 0
1

γλγγβ λ dkke kx
j

k
−−−Π−

=
   (11) 

한편 최초값 1=j 의 경우는 식(12)로 표현된다. 

)exp(1 01
1 γγβ λ def
x−−=                   (12) 

4.1 역승법 관계를 갖는 수명-스트레스 데이터 

  

   본 논문에서는 스텝-스트레스에 의한 가상의 

가속 시험을 진행하는 경우에 발생되는 고장 데이

터를 사용하여 미리 선정된 모수의 추정을 하는 

예제를 분석하였다. 인가되는 스트레스가 시간에 

대한 3-스텝의 전압으로 가해지는 경우의 와이블 

분포를 갖고 역승볍에 의한 가속 모수를 추정하여 

미리 설정된 모수와의 적합성을 확인하였다. 따라

서 스텝 전압 스트레스는 식(13)과 같이 주어진다. 

  









=

6ln

5ln

3ln

jx     

16081

8051

501

≤≤

≤≤

≤≤

j

j

j

             (13) 

역승법 모델의 고장률 함수는 식(14)와 같다. 

1

0),( −= γγβ γλ texth jx

j                     (14) 

이 가상 시험에서 사용되는 모수는 2.3=γ , 

 24.0=β  및 2356.22* −=λ 으로 가정되었고 

구간 기간(time interval)은 10=d 으로 설정하였다. 

이 가상 시험에서 발생된 랜덤 고장 데이터는 30

개로 선정하였다. 이 가상 시험 예에서의 베이시

안 모델은 아래와 같다. 

 

Model : IPL  Weibull  

for ( Ni ,1= ) { 

  iri failw
i
=,  
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for ( 1,1 −= irj ) { 0=ijw  } 

for ( irj ,1= ) { 

 )(~ ijij Benroulliw π  

  jjij xit λγβπ += )ln()(log  

  )1ln()1()ln( ijijijijij wwLL ππ −−+=  

   )exp(/1 ijij LLG =  } 

   )exp( *

0 λλ =  

 for( Ni ,1= ) { 

   )exp(0 jacc xγβλλ =  

   
γ

λ
η

1

1








=

acc

 

  for ( ){,1 Mj =  

   )ln())1(ln(* djjj γλλ γγ +−−+=  } 

priors: 

   )1.0,(~ 1αβ N  

   )1.0,(~ 2

* αλ N  

   )001.0,1(~ Gaγ  } 

여기서 N 은 고장 또는 관측 중단 데이터 갯수, 

M 은 시간 구간의 총수이고 1α , 2α 는 경험적 

정보에 의해 임의로 주어진 상수이다.  그런데 이

러한 모델링의 Winbugs 프로그램을 실행하면 초

기값 또는 사전 분포에 따라 모수의 계산 결과에 

상당한 차이가 나타난다. 여러 개의 모수를 동시

에 추정함에 따라 초기값에 의한 편차가 커지는 

것으로 사료된다. 이와 같은 현상은 회귀변수 jx  

가 시간의 함수인 경우에 현저히 나타난다. 이를 

극복하기 위한 방법으로 초기값이나 사전 분포에 

대해서 강건한 모수를 고정시키고 재차 타 모수에 

대한 베이시안 모델을 이용하여 추정하는 방법이 

합리적이다. 이 때 하나의 모수의 평균값을 결정

하기 위해서 초기값에 대한 난수를 발생시켜 이를 

이미 작성된 베이시안 모델의 초기값으로 대입하

여 다수의 경우에 대한 결과에 통계적 처리로 결

정하는 것이 가장 정확하다고 판단된다.  Fig.. 1 

과 Fig. 2 는 각각 다른 초기값으로 베이시안 모델

을 사용하여 계산된 30 가지 경우에 대한 γ  와 

β 의 히스토그램이다.  이 방법으로 예측된 값은 

2236.3=γ , 2457.0=β 및 507.22* −=λ 로 계

산되어 미리 설정된 모수에 매우 근접함을 알 수 

있다. 한편 예측된 모수와 가상시험에서 관찰된 

고장 데이터의 적합성을 판단하기 위해서는 각 시

간 구간별 신뢰도 함수를 비교하는 것이 적절한 

방법이다. 
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Fig. 1 γ distribution with random initial values 
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Fig. 2 β distribution with random initial values 

 

따라서 메디안 랭크 법을 사용하면 관찰된 시간 

구간별 신뢰도은 식(15)와 같이 계산된다. 

4.0

3.0
11

+
−

−=−=
n

j
FR jj                  (15) 

여기서 jF 와 jR 는 각각 고장이 관찰된 j구간에

서의 누적확률함수와 신뢰도함수를 나타낸다. 한

편, 관측된 데이터에 의한 신뢰도 분포와 모수 추

정에 의한 신뢰도 분포의 편차를 식(16)과 같이 

정의한다.  

( )
2/1
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,, 

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



−= ∑

=

n

k

kobservedkestimated SSDev        (16) 

여기서 kestimatedS , 는 베이시안 추정으로 구해진 모

수에 의한 k 번째 고장점에서의 신뢰도이고 

kobservedS , 는 관측된 k 번째 고장점에서의 메디안 

랭크 법에 의한 신뢰도를 의미한다. 이 가상 시험

의 경우 미리 설정된 모수와 베이시안 추정에 의

한 모수를 비교하기 위해서 시간구간에 대한 확률 
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분포와 신뢰도 함수를 Fig.3 과 Fig.4 에서 보여주

고 있다.  여기서 청색 실선은 미리 설정된 모수

에 의한 확률 분포와 신뢰도 함수이고 적색 점선

은 베이시안 추정에 의한 모수로 계산한 확률 분

포와 신뢰도 함수를 나타낸다. 
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Fig. 3  Probability density functions of 

predetermined and estimated parameters 
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Fig. 4  Reliability functions of predetermined  

and estimated parameters 

4.2  온도-습도 가속 관계를 갖는 수명-스트레스 

   데이터 

본 가상 시험은 온도와 습도가 가속 인자로 작

용하는 경우의 가상시험이다. 가속인자인 온도와 

습도는 식(17)와 같이 설정하였다. 
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180121
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  (17) 

여기서 1x 은 온도, 2x 는 습도로 설정한다. 이 

경우의 와이블 분포의 고장률 함수는 식(18)과 같

이 표현할 수 있다. 

  
1)(

0
2211),( −+= γββγ γλ texth jj xx

              (18) 

그리고 본 가상 시험에서 설정된 모수는 

1.2=γ , 008.01 =β , 012.02 =β  및 

927.21* =λ 로 설정하고 구간 기간은 4=d 로 

한다. 이 가상 시험에서는 랜덤 발생된 고장 데이

터 50 개를 사용하였다. 우선 와이블 분포의 형상

모수 γ 를 결정하기 위하여 베이시안 모델을 사용

하여 25 개의 초기값에 대한 형상모수의 추정값의 

평균을 구한 후 다시 γ 를 고정하는 조건으로 베

이시안 모델을 수정하여 다른 모수를 계산한다. 

따라서 먼저 25 개의 γ 의 추정값에 대한 평균은 

05.2=γ 로 계산된다. 그리고 먼저 추정된 형상

모수 05.2=γ 를 상수로 대입하여 21,ββ  및 
*λ

에 대해서 난수 발생된 24 가지의 초기값을 대입

하여 모수값을 추정한다. 1β 과 2β 의 히스토그램

이 Fig.5 과 Fig.6 에 나타나 있다.  
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Fig. 5 1β distribution with random initial values 
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Fig. 6  2β distribution with random initial values 

그런데 결과에 Fig.5 와 Fig.6 에 나타난 것과 같이 

구별되는 2 개의 모수군으로 나누어지는 것을 알 

수 있다. 이 결과가 Table 1 에 나타나 있다. 
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 Table. 1 Comparison of parameter groups 

 1β  2β  *λ  γ  Dev 

Group 

1 
0.008472 0.011172 -21.66 2.05 0.2567 

Group 

2 
0.02187 0.007126 -31.80 2.05 0.1973 

 

4.1.1  Group 1 조건시 결과 

이 경우의 신뢰도 함수는 Fig.7 에 나타나 있다.. 

여기서 청색 실선은 설정된 모수에 의한 신뢰도함

수, 적색 점선은 추정에 의한 신뢰도 함수이고 타

점 포인트는 관측 데이터에 의한 신뢰도 함수를 

나타낸다.  
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Fig. 7  Estimated PDF and observed PDF with 

Group 1 parameters   

4.1.2  Group 2 조건시 결과 

이 경우의 신뢰도 함수는 Fig.8 에 나타나 있다. 

가상 시험에 의한 수명 데이터에 Group 1 의 경우

에 비해 더욱 근접한 신뢰도 함수를 보여 주고 있

다.  
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Fig. 8  Estimated PDF and observed PDF with 

Group 1 parameters 

실제로 Group 2 의 편차가 Group 1 의 편차보다 더 

작은 것을 확인할 수 있다. 그러나 원래의 확률분

포를 알지 못하는 상화에서는 어느 모수군이 더 

정확하다고 판단하는 것은 무리가 있고 두 가지 

경우 모두 관찰된 데이터에 적합한 결과라고 판단

하는 것이 타당하다고 사료된다. 

5. 결 론 

시간에 따라 변하는 단수 또는 복수의 스트레스

에 대해서 가속시험을 하는 경우 고장 데이터가 

와이블 분포를 따를 때 베이시안 모델을 사용하여 

관심 모수인 형상모수와 가속모수를 추정하고 이

에 따른 각각의 스트레스 조건에 대한 와이블 분

포의 척도모수도 계산할 수 있는 방법을 다음과 

같이 제안할 수 있다.  

① 이산시간접근방법(discrete time approximation 

method)에 의한 베이시안 모델을 이용하여 모든 

모수에 대한 추정치를 구한다 

② 와이블 분포의 형상모수에 대한 분포를 얻고 

평균값을 대표값으로 선정한다. 

③ 대표값으로 선정된 형상모수를 고정시키고 타 

모수를 추정하여 통계적 분포를 구하고 평균값을 

그 모수의 추정치로 결정한다. 
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