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Abstract 

This paper presents the free vibration analysis of a circular plate with a concentric square hole. The 
present problem deals with the numerical calculation of the natural frequencies and mode shapes of vibration 
of the structure by means of Independent Coordinate Coupling Method (ICCM). In this study, the boundary 
condition is the edge of the square hole is free and the outer circular plate is simply supported. Due to the 
geometric abnormality, this analysis does not permit an exact solution. Since the ICCM employs coordinate 
systems corresponding to each domain independently, the kinetic and potential energy expressions necessary 
for the Rayleigh-Ritz method can be easily obtained. Lastly, the kinematic relation is imposed. In this way, the 
eigenvalue problem can be easily set up. The numerical results show the efficacy of the ICCM and changes in 
natural frequencies and modes due to the square hole size. 

1. 서 론 

균일한 직사각형 판과 원형 판은 기계구조물로

서 다양한 산업 현장에서 사용되고 있다. 이러한 

형상 이외에 삼각형, 이등변사변형, 타원형 등 여

러 형상들에 대한 자유진동문제에 관한 연구들이 

보고되고 있으며, Leissa(1)의 보고서에 잘 정리되

어있다. 기존의 연구들을 보면 직사각형 구멍을 

갖는 직사각형 판, 원형 구멍을 갖는 원형 판에 

관한 고유진동문제의 해석은 Rayleigh-Ritz방법을 

이용하면 간단히 해석할 수 있다. 반대로 원형 구

멍을 갖는 직사각형 판, 정사각형 구멍을 갖는 원

형 판의 연구들도 보고되고 있다. 그러나 구멍의 

기하학적 형태가 판의 기하학적 형태와 일치하지 

않기 때문에 고유진동문제의 해석이 용이하지 않

다.  

최근에 Kwak등(2)은 직사각형 또는 원형 구멍을 

갖는 직사각형 판의 자유진동해석을 위한 독립좌

표연성법(Independent Coordinate Coupling Method)을 

개발하였다. 이 방법은 전체와 국부영역에 대한 

독립된 좌표를 사용하며, 기구학적 관계를 이용하

여 변환하는 방법이다. 독립좌표연성법의 장점은 

구멍의 영향을 원형 평판의 좌표계에 근거하여 계

산하는 것이 아니라 구멍의 에너지를 구멍에 적합

한 좌표계로 계산하고 구멍 영역내의 두 좌표간의 

적합조건을 적용하여 구멍으로 인한 에너지 차감 

분을 산출해내는 방식이다. Heo등(3)의 연구에서

는, 경계조건이 고정-자유, 자유-자유인 편심된 

원형 구멍을 갖는 원형 판에 대한 엄밀 해를 

Mathmatica를 이용하여 구하였으며, 독립좌표연성
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법의 계산결과가 합당한지 증명하기 위하여, 두 

결과를 비교하였다.  

이 연구에서는 중앙에 정사각형의 구멍을 갖는 

원형 판의 고유진동문제에 관한 연구는 매우 흥미

롭지만 아쉽게도 보고된 연구들은 거의 없다. 현

재는 Avalos등(4)이 정사각형 구멍을 갖는 단순지

지 또는 고정된 원형 판의 고유진동문제를 

Rayleigh-Ritz방법과 유한요소방법을 이용하여 해

석하고 보고한 것이 전부이다. 

이 연구에서는 중앙에 사각형의 구멍을 갖는 단

순지지 원형 판의 고유진동문제를 Rayleigh-Ritz방
법을 이용하여 해석하는데 있어 두 개의 독립된 

좌표를 이용하는 독립좌표연성법을 사용하였다. 

정사각형 구멍의 크기변화에 따라 원형 판의 고유

진동수와 고유모드 변화를 관찰하고 구하여진 수

치해석결과는 유한요소코드인 ANSYS를 이용하여 

비교 및 검증하였다. 수치해석결과로부터 독립좌

표연성법에 의한 해석이 효율적임을 알 수 있다.  

2. 원형 평판의 자유진동문제 

 
Fig. 1 Schematic diagram of the circular plate 

 
  Fig. 1에서와 같이, 반지름이 R , 두께 h 인 균일

한 원형 평판의 운동에너지와 탄성에너지는 다음

과 같다. 
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여기서, ρ 는 질량 밀도, 3 2/12(1 )D Eh v= − , E 는 
영의 계수, ν 는 프와송 비, w는 변위, w는 속도

를 나타낸다. 

  원형 평판의 경우 고유진동수와 고유모드에 대
한 엄밀해가 존재하며 따라서 변위는 고유함수와 
일반좌표계의 조합으로 표현될 수 있다. 

1
( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

n
i i

i
w r t r q t r q tθ θ θ

=
= Φ =Φ∑     (2) 

여기서, ( , )i r θΦ 는 균일한 원형 평판의 허용함수

를 나타내고, ( )q t 는 일반좌표계 벡터를 나타낸다. 
식 (2)를 식 (1)에 대입하고 고유함수의 직교성을 
이용하면, 운동에너지와 탄성에너지가 다음과 같

이 표현된다. 

2
2

1 1,
2 2

,

T TT q Mq V q Kq

DM h R I K
R
πρ π

= =

= = Λ
      (3a~d) 

여기서, I 는 단위행렬, Λ 는 대각선에 고유치 값

의 4제곱, 4 ( 1, 2, , )i i nλ = 가 배치된 n n× 행렬이며, 
4 2 4 ,i i ihR Dλ ω ρ ω= 는 i 번째 고유진동수이다. 

Table 1 Characteristic values for simply-supported 
circular plate( 0.3ν = ) 

 
  원형 평판의 고유함수를 각 경계조건에 대해 정
리하면 다음과 같다. 단순지지의 경우는 고유함수

와 행렬 Λ가 다음과 같이 표시된다. 

( )4 4 4 4
1 2 3

( , ) ( ),

1, 2,...

i i
i i n i i n i i

n

r rr A J C I f
R R

i

diag

θ λ λ θ

λ λ λ λ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Φ = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

=

⎡ ⎤Λ = ⎣ ⎦

 (4a,b) 

여기서, ,n nJ I 은 제 1종 베셀함수와 n 차의 수정

된 베셀함수를 나타낸다. , , ( )i i iA C f θ 는 경계조건

에 대한 고유함수의 상수들을 나타내며 Table 1에 
그 정보를 나타내었다. 

m mn mλ  mA  mC  ( )θmf  

1 0 2.2215 1.9446 -0.0369 1 
2 1 3.7280 3.5183 -0.0055 cos( )θ
3 1 3.7280 3.5183 -0.0055 sin( )θ  
4 2 5.0610 4.1668 -0.0014 cos(2 )θ
5 2 5.0610 4.1668 -0.0014 sin(2 )θ
6 0 5.4516 2.9403 0.0006 1 
7 3 6.3212 4.7433 -0.0004 cos(3 )θ
8 3 6.3212 4.7433 -0.0004 sin(3 )θ
9 1 6.9627 4.7133 0.0001 cos( )θ

10 1 6.9627 4.7133 0.0001 sin( )θ  



   
 

3. 정사각형 평판에 대한 Rayleigh-Ritz 

방법의 적용 

 
Fig. 2 Schematic diagram of the square plate 

 

여기서 ca 는 cx 축 방향의 길이, cb 는 cy 축 방

향의 길이를 나타낸다. 이와 같은 정사각형 판에 

대해 운동에너지와 탄성에너지는 다음 식으로 주

어진다. 
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여기서 ( , , )c c c cw w x y t= 는 판의 변위를 나타내며

ρ 는 평판의 질량밀도, h 는 평판의 두께, 
3 2/12(1 )D Eh v= − , E 는 영의 계수, ν 는 프와송 

비를 나타낸다. 위 식에 무차원변수, /c c cx aξ = , 

/c c cy bη = 를 도입하고 탄성변위에 대해 다음과 

같이 표현해 보자. 

1

( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
cn

c c c ci c c ci c c c c
i

w t q t q tξ η ξ η ξ η
=

= Φ =Φ∑   (7) 

여기서 1 2( , ) [ ... ]ci c c c c cmξ ηΦ = Φ Φ Φ 는 평판의 탄

성변위에 대한 1 m× 의 이차원 허용함수 행렬을 

나타내며, 1 2( ) [ ... ]T
c c c cmq t q q q= 는 1m× 의 일반좌

표계 벡터를 나타낸다. 여기서 m 은 이차원 허용

함수의 총수이다. 식(7)을 식(5)와 (6)에 대입하면 

운동에너지와 탄성에너지에 대해 다음과 같은 식

이 유도된다. 
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T
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,c cM K 는 무차원화된 질량, 강성 행렬이며 

/c c ca bα = 이다. 라그랑지 방정식에 식(8)과 (9)를 

대입하면 다음과 같은 운동방정식이 유도된다. 

3 0c
c c c

c

Db
ha b M q Kq

a
ρ + =         (12) 

그리고 자유진동의 경우에 대해 i tq Ae ω= 를 대

입하면 고유치 문제는 다음과 같이 무차원화된 식

으로 귀결된다. 

( )2 0K M Aω− =            (13) 

여기서  
4

2 2cha
D

ρ
ω ω=             (14) 

고유치 문제, 식(13)을 풀기 위해서는 먼저 질량

과 강성행렬을 유도하여야 한다. 이를 위해 이차

원 허용함수를 변수 분리하는 방법을 적용해 각 

방향으로 분리해보자. 이 경우 식(7)의 허용함수 

요소는 다음과 같이 표현할 수 있다. 

( , ) ( ) ( ), 1,2,...,ci c c ci c ci c i mξ η φ ξ ψ ηΦ = =     (15) 

식(15)을 식(10)과 (11)에 대입하면 무차원 질량, 

강성 행렬이 다음과 같이 표현된다. 

cij cij cijM x y=       (16) 

( )4 2

2

ˆ ˆ

(1 ) , 1,2,...,
cij cij cij c cij cij c cij cij cij cij

c cij cij

K x y x y x y x y

x y i j m

α α ν

α ν

= + + +

+ − =

   (17) 

여기서 
1

0cij ci cj cx dφ φ ξ= ∫ , 
1

0cij ci cj cx dφ φ ξ′ ′= ∫    (18a,b) 
1

0
ˆcij ci cj cx dφ φ ξ′′ ′′= ∫ , 

1

0cij ci cj cx dφ φ ξ′′= ∫   (18c,d) 
1

0cij ci cj cy dψ ψ η= ∫ , 
1

0cij ci cj cy dψ ψ η′ ′= ∫    (18e,f) 
1

0
ˆcij ci cj cy dψ ψ η′′ ′′= ∫ , 

1

0cij ci cj cy dψ ψ η′′= ∫   (18g,h) 

만일 ,c cx y  축 방향으로 cn 개의 허용함수를 도입

한다면 평판의 변위를 표현하는데 총 2
cn 의 허용

함수가 사용된다. 즉, 2
cm n= 의 관계식이 성립한

다. ,c cx y 축 방향의 허용함수를 각각 

( 1,2,..., )i i nχ = 와 ( 1, 2,..., )i i nγ = 라고 한다면 식(15)

에서 도입한 허용함수와의 관계가 다음과 같이 표

현된다. 
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따라서 질량행렬과 강성행렬의 계산에 필요한 적

분값, 식(18)이 최종적으로 다음과 같은 형태를 

가지게 된다. 여기서는 ,c cx y 에 대한 표현식만 제

공한다. ˆ ˆ, , , , ,c c c c c cx x x y y y 의 표현식도 이와 유사하

다. 
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(21a,b) 
여기서 I 는 모든 요소가 1인 c cn n× 행렬이며 

1

0ij i j cdχ χ ξΣ = ∫ , 
1

0ij i j cdγ γ ηΓ = ∫      (22a,b) 

, 1, 2,...,i j n= 이다. 또한 다른 행렬 요소 계산을 

위한 식은 다음과 같다. 
1

0ij i j cdχ χ ξ′ ′Σ = ∫ ,
1

0
ˆ

ij i j cdχ χ ξ′′ ′′Σ = ∫       (22a,b) 
1

0ij i j cdχ χ ξ′′Σ = ∫ ,
1

0ij i j cdγ γ η′ ′Γ = ∫       (22c,d) 
1

0
ˆ

ij i j cdγ γ η′′ ′′Γ = ∫ , 
1

0ij i j cdγ γ η′′Γ = ∫      (22e,f) 

모든 변이 자유인 경우에 대해서 각 방향으로 

다음과 같은 자유-자유 보의 고유벡터를 

허용함수로 고려해 보자.  

1
1χ = ,

2

1
12

2
cχ ξ= −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (23a,b) 

2 (sinh sin )cosh cosi c c ci ci c ci cci ciχ σ λ ξ λ ξλ ξ λ ξ+ = + − +  

(23c) 
여기서 1, 2, ... 2i n= − 이고 

ciλ =4.730, 7.853, 10.996, 14.137,… 이며

( ) ( )cosh cos / sinh sinci ci ci ci ciσ λ λ λ λ= − − 이다. 그리

고 첫 번째와 두 번째 모드는 강체 운동을 나타낸

다. 적분을 수행하면 모든 변이 자유인 직사각형 

평판의 고유진동수와 고유모드를 구할 수 있다. 

4. 독립좌표연성법의 적용 
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Fig. 3 The simply-supported circular plate with a free 

edge square hole with local axis 
 

Fig. 3과 같이 정사각형 구멍을 갖는 원형 판을 

고려해 보자. 정사각형 구멍을 가지는 경우 원형 

판의 전체 좌표계를 사용하여 정사각형 구멍에 해

당하는 에너지를 표현하기는 쉽지 않다. 또한 정

사각형 구멍에 대하여 수치적분을 수행하는 것도 

쉬운 일이 아니다. 그래서 독립좌표연성법을 사용

하여 이러한 문제들을 피하고자 한다. 독립좌표연

성법은 각각 다른 일반 좌표계로 원형 판과 정사

각형 구멍에 대한 에너지 식을 유도하고 구멍내에

서 변위가 같아야 한다는 조건을 사용해 국부좌표

계를 전체좌표계로 변환하는 것이다.  

정사각형 구멍을 갖는 원형 판의 운동에너지와 

탄성에너지는 원형 판의 에너지에서 정사각형 판

의 에너지를 차감해서 얻어진다.  

total cT T T= −  , total cV V V= −       (24a,b) 

식(3)과 식(8),(9)를 식(24)에 대입하여 전체 운동에

너지와 탄성에너지를 표현하면 다음과 같다.  

2

2
2

1 1 ( )
2 2
1 ( )
2

total c

T T
c c c c c

T Tc c
c c c

T T T

h R q q q ha b M q

a b
h R q q q M q

R

ρ π ρ

ρ π
π

= −

= −

= −

    (25a)       

2 3

2

2 3

1 1 ( )
2 2

1 ( )
2

total c

T T c
c c c

c

T Tc
c c c

c

V V V
b

D q q q D K q
R a

R b
D q q q K q

R a

π

π
π

= −

= Λ −

= Λ −

     (25b) 

구멍 영역내에서의 변위 일치 조건은 다음과 같

이 표현된다.  
( , ) ( , )c c cw x y w r θ=           (26) 

식(2), (7) 그리고 (26)을 고려하면 다음 식을 얻

을 수 있다. 

1 1
( , ) ( ) ( , ) ( )

cn n

cj c c cj j j
j j

q t r q tξ η θ
= =

Φ = Φ∑ ∑     (27) 



   
 

식(27)에 ( , )ci c cξ ηΦ 를 곱하고 적분을 수행하면 

다음식이 유도된다.  

1 1

0 0
1

1 1

0 0
1

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )

1,2,...,

cn

ci c c cj c c c c cj
j

n

ci c c j c c j
j

c

d d q t

r d d q t

i n

ξ η ξ η ξ η

ξ η θ ξ η

=

=

Φ Φ

= Φ Φ

=

∑∫ ∫

∑∫ ∫   (28) 

( , )ci c cξ ηΦ 의 직교성을 이용하면 식(28)은 다시 

다음과 같이 쓸 수 있다. 

( )

1 1

0 0
1

1

( ) ( , ) ( , ) ( )

( ), 1, 2,...,

n

ci ci c c j c c j
j

n

c jk cik
k

q t r d d q t

T q t i n

ξ η θ ξ η
=

=

= Φ Φ

= =

∑∫ ∫

∑
  (29) 

식(29)를 행렬식으로 표현하면 다음과 같다.  

c cq T q=                  (30) 
여기서 cT 는 cn n× 행렬이다. 정사각형 구멍영역

에 대한 적분을 수행하기 위해서는 국부좌표계와 

전체좌표계의 관계식이 필요하다. 그 관계식은 다

음과 같다.  

2 2
2

1

1( ) ( )

tan
( )

x c y c
c

y c

c x c

r β ε ξ ε η
α

ε η
θ

α ε ξ
−

⎧
= + + +⎪

⎪
⎨

+⎛ ⎞⎪ = ⎜ ⎟⎪ +⎝ ⎠⎩

 (31a,b) 

여기서 

, , ,
2 2

, ,

c c x
x y x

c

y c c
y c

c c

a b
a

a a
b b R

ε
ε ε ε

ε
ε α β

= − = − =

= = =
 (32a-f) 

식(30)을 식(25)에 대입하면 전체운동에너지와 

탄성에너지는 다음과 같이 표현된다. 
2

21 ( )
2

T T
total c c c

c

T h R q q q M qβρ π
πα

= −    (33a) 

2 2

1 1( )
2

T T
total c c c

c

V D q q q K q
R
π

πα β
= Λ −   (33b) 

식(30)을 식(33)에 넣어서 정리하면  

21
2

T
total rT h R q M qρ π= , 2

1
2

T
total rV D q K q

R
π

=      

(34a,b) 
이고, 여기서  

2
T

r c c c
c

M I T M Tβ
πα

= − , 2

1 T
r c c c

c

K T K T
πα β

= Λ −  

 (35a,b) 
이다. 따라서, 중앙에 정사각형 구멍을 갖는 원형 

판에 대한 무차원화된 고유치 문제는 다음과 같이 

표현된다. 

2 0 , 1,2, ,r i rK M A i nω⎡ ⎤− = =⎣ ⎦     (36) 

여기서 2
i i R h Dω ω ρ= 이며 무차원화된 고유진

동수를 나타낸다. 

5. 수치해석 

이 연구에서는 0.3, 1.0ν α= = 이고 중앙에 정사

각형의 구멍을 갖는 단순지지 원형 판의 고유진동

수를 독립좌표연성법을 이용하여 구하였다.  

고유함수는 원형 판에 대하여 100n = , 정사각

형 구멍에 대하여 10cn = 을 고려하여 수치계산을 

수행하였다.  
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Fig. 4 Non-dimensionalized natural frequency vs. 

various β  for a simply-supported circular plate 
with a free edge square hole 

 

 Fig. 4는 단순지지-자유조건에 대하여 정사각형 

구멍의 크기가 0.0 ~ 1.0β = 즉, 정사각형 구멍의 

한 변의 길이가 원형 판의 지름에 대하여 0~50%
일 때 독립좌표연성법과 유한요소방법(ANSYS)를 

사용하여 구멍의 크기변화에 따른 고유진동수의 

변화를 관찰하였다.  

첫 번째 고유진동수는 구멍의 크기가 커짐에 따

라 큰 변화를 보이지 않지만, 2,3차는 0.5β = 이

후부터 고유진동수가 조금씩 감소하는 것을 볼 수 

있다. 4,5차의 고유진동수는 0.4β = 이후부터 고
유진동수가 감소하다가 0.5β = 에서부터 고유진동

수가 4차는 아래로 5차는 위로 분리된다. 6차 고

유진동수는 0.6β = 까지 상승하다가 이후부터 감

소한다. 저차의 영역에서 볼 때, 6차 고유진동수가 
구멍의 크기변화에 가장 민감하게 반응하는 것을 
알 수 있다. 7,8차는 0.6β = 까지 일정하다가 이후

부터는 고유진동수가 7차는 아래, 8차는 위로 분리

된다. 9,10차는 0.5β = 까지 조금씩 감소하다가 이



   
 

후부터 증가하여 0.7β = 이후부터 고유진동수가 

분리된다. 이와 같이 대체적으로 정사각형 구멍이 

0.3β = 까지는 고유진동수의 변화가 거의 없지만, 
0.4β = 이후부터는 1~5차의 고유진동수는 6~10차

의 고유진동수에 비하여 큰 변화를 보이지 않는다. 
 

 
Fig. 5 Mesh configurations by ANSYS for 

0.1,0.1 == βα  

 

유한요소방법에 사용된 재료의 물성치는 h =2 
mm, 32700kg m , 69GPa, 0.3Eρ ν= = = , R =1m, 

1mc ca b= = (따라서, 1.0α = )이 사용되었다. Fig. 5
는 1.0, 1.0α β= = 인 경우의 유한요소방법에 의한 

메쉬 구성을 보인다. 사용된 요소는 SHELL63이
며 6313개의 element와 6517개의 node를 사용하였

다.  

Fig. 6에서는 정사각형 구멍의 한 변의 길이가 

원형 판의 지름에 대하여 50% ( 1.0β = )일 때, 독

립좌표연성법과 유한요소방법을 이용하여 구한 모

드형상을 보여준다. 독립좌표연성법에 의한 결과

가 잘 일치함을 볼 수 있다. 

6. 결 론 

이 연구에서는 중앙에 정사각형 구멍을 갖는 원
형 판의 자유진동특성을 해석하기 위하여 독립좌

표연성법을 이용하였다. 외부와 내부의 경계조건

이 단순지지-자유인 구조물의 구멍의 크기가 변함

에 따른 고유진동수를 독립좌표연성법을 이용하여 
구하고 유한요소방법을 사용하여 검증하였다.  
수치해석결과로부터1~5차까지의 고유진동수는 구

멍의 크기변화에 대한 영향을 0.5β = 이후부터 받

으며6~10차의 고유진동수는 0.3β = 이후부터 영향

을 받는다. 또한, 독립좌표연성법을 이용하여 정

사각형 구멍의 크기가 원형 판에 대하여 50%일 때, 

원형 판의 고유진동모드를 구하여 유한요소방법에 

의한 결과와 비교하였다. 두 방법을 사용하여 얻

은 결과는 잘 일치하는 것을 알 수 있다. 

따라서, 독립좌표연성법이 주어진 구조물의 자

유진동해석에 효과적임을 확인하였다. 

Fig. 6 Mode shapes of a simply-supported circular plate 
with a concentric square hole for 

0.1,0.1 == βα  
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