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Abstract 

Dynamic response characteristics of a beam undergoing impulsive force are investigated using the wavelet 
transform method in this study. When an impulse is applied to an arbitrary position of a beam, it will generate 
a structural deformation wave. The characteristics of the wave are changing in the domain of time and space. 
The maximum amplitude of each natural frequency mode and the time to reach the maximum amplitude are 
obtained in this study. The effects of the location of impulse on the variations of the dynamic characteristics  
is also investigated.

1. 서 론 

보 구조물 에 충격 하중이 가해지면 변형을 일
으키며 이에 의해 파동이 발생하게 된다. 이러한 
파동들은 경계면에 도달하면 반사등을 일으켜 복
잡하게 변화되므로 정적 하중이나 긴 주기를 가지

는 하중과는 전혀 다른 동적 응답이 나타난다. 또
한 이러한 충격 하중은 구조물에 순간적인 국부 
변형을 야기 시키며 이는 구조물의 강도와 강성을 
변화시켜 구조물의 안정성에 영향을 미치므로 구
조물의 안전설계를 위해서는 이러한 충격 문제에 
대한 연구가 매우 중요하다. 앞서 말했듯이 보 구
조물에 충격 하중이 가해지면 각각의 모드에 해당

하는 파동이 발생하게 되며 이러한 파동들은 주파

수에 따라 전파 속도가 다른 분산 적인 성질을 가
지고 있으므로 시간에 따라 복잡하게 변화 하고 
그로 인한 구조물의 동적 변형 응답 또한 시간에 

따라 복잡하게 변화한다. 따라서 구조물의 동적 
변형 응답을 정확히 해석 하기 위해서는 시간에 
따른 각 고유진동 주파수 모드 별 구조물의 동적 
변형 응답을 구할 수 있어야 한다. 본 논문의 목
적은 보의 경계조건들과 충격력이 작용하는 위치

변화에 따른 각 고유진동 주파수 모드 별 최대 변
형이 발생하는데 소요되는 시간 및 그때의 최대 
변형 량을 wavelet transform method 를 이용하여 각
각의 파동 별로 도출한 후 그 주요 특성들을 분석

하고 규명하는데 두고 있다. 이러한 연구들을 하
기 위해 본 논문에서는 Rayleigh-Ritz assumed mode 
methods 를 적용하여 보 구조물을 모델링 하였으

며 kane 의 방법에 의해 충격력을 받는 보 구조물

을 굽힘 방향 운동 방정식을 유도 하였다. (참고문

헌[1-10]). 
본 논문의 구성은 다음과 같다. 서론에 이어서 

다음 절에서는 충격력을 받는 보의 모델링 과정을 
설명한 후에 3 절에서는 웨이블렛 변환(wavelet 
transform) 이론에 대해서 설명하였다. 다음 4 절에

는 웨이블렛 변환(wavelet transform)을 이용하여 보
의 경계조건들과 충격력이 작용하는 위치변화에 
따른 동적 특성 변화에 관한 해석결과를 수록하고 
주요 의미들을 논의하였다. 마지막 절에서는 본 
논문에서 얻어진 핵심적인 결과들을 요약하고 주
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요 결론을 수록하였다 
. 

2. 운동 방정식 유도 
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Fig. 1 Configuration of a flexible beam 
 
Fig.1 은 임의의 충격력을 받는 길이 L 인 외팔 

보를 보여준다. 이 보 한쪽 끝 단은 부유 기준 좌
표계(floating reference frame) A 의 기준 점인 O 점에 
부착되어 있으며, 충격력은 R 점에서 굽힘 방향으

로 ( ) ( axttI Imp −− )δδ 과 같은 형태로 충격량

와  dirac delta function 을 사용하여 시간과 공간에 
대하여 지정된 순간에만 작용하도록 정의하였다. 
보 위의 임의의 한 점인 P 점의 탄성변형 변위는 
직교방향 변수인 ,  로 나타내어 진다. 여기서 

mpI

1u 2u

bρ 는 보의 단위 길이당 질량이고, E 는 탄성 계

수 그리고 I 는 보 단면관성모멘트이다. 충격력을 
받는 외팔 보의 운동 방정식을 Kane 의 방법으로 
이용하여 유도하기 위해 P 점의 속도는 변수 

와 를 사용하여 식(1)과 같이 나타낼 수 있고, P
점의 가속도는 선형화 하여 식(2)와 같이 얻을 수 
있다.  

1µ
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여기서 과 는 각각 과 방향으로 O 점에 

작용하는 병진 속도를 나타낸다. 일반관성력 
는 P 점의 속도와 가속도를 이용하여 다음과 같이 
유도할 수 있다.  
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일반작용력 는 보의 탄성에너지 에 의한 

일반작용력 와 충격력에 의한 일반작용력 

로 이루어진다. 운동방정식에서 보에 작용하는 

충격력은 충격량 와 Dirac delta function 을 이용

하여 나타낼 수가 있으며, 이 충격력에 의한 일반

작용력은 이 함수에 P 점의 편속도를 내적 한 후 
보 전체 길이에 대해 적분을 하는 방법으로 유도

할 수 있다.  
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여기서 1µ 과 2µ 는 변형 변수 와 를 위한 

일반 좌표의 수이다. 
s 2u

최종적으로 운동방정식은 일반작용력과 일반관

성력의 합으로 식(7)과 같이 나타낼 수 있다. 
 

( )21
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본 논문에서는 굽힘 방향으로만 충격력이 작용

하는 것으로 하고 굽힘 방향 운동 방정식만 고려

하기로 한다. 따라서, 유도된 굽힘 방향 운동 방정

식은 다음과 같다. 
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충격력이 작용하는 보는 시간 에서 무한

대의 충격력이 발생한다. 상세하게 표현하면 
에서는 충격력에 의한 가진력이 존재하고 

에서는 충격력에 의한 가진력이 존재하지 

않는다. 따라서  이후의 응답은 충격력은 
존재하지 않고 충격력에 의해 발생하는 초기 조건

에 의해서만 응답이 발생하므로 초기 조건만으로

도 충격력과 동일한 결과를 얻을 수 있다.  시간

와 에서 충격력은 변위 변화는 발생시키지 
않고 속도 변화만 발생시키므로 다음과 같은 초기

조건이 주어진다. 
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일반 좌표의 시간에 대한 미분치를 일반 속도

라 정의한다. 그리고 충격력 작용 후 굽힘 방향 
일반 속도를 구하기 위해 굽힘 방향 운동방정식인 
식(8)의 양변을 부터 까지 적분한다.  

이므로 에서의 일반 속도는 

다음의 식을 풀어 구할 수 있다. 
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여기서 는 충격력이 작용하지 않은 경

우의 굽힘 방향 운동 방정식을 풀어 구할 수 있다. 
따라서 식(10)으로부터 구한 을 초기 조

건으로 하여 굽힘 방향 운동 방정식을 풀면 충격

력에 의한 보의 움직임을 나타낼 수 있다.  

( )Ij tq2&

( )+Ij tq2&

그러므로 이러한 모델링을 통해 충격에 의해 
나타나는 보의 굽힘 방향 변형 응답을 시간과 공
간상에서 동시에 구할 수 있다.  

 

3. 웨이블렛 변환 

푸리에 변환은 다음 식으로 정의된다.  
 

dtetfF tj∫
∞

∞−

−= ωω )()(           (11)  

      
즉 시간영역(t)에서의 신호 를 주파수영역

에서의 신호

)(tf
)(ωF 로 변환하는 과정으로 다음과 

같이 역 변환이 가능하여 신호해석 분야에서 가장 
중요한 수학적 도구이다. 

 

∫
∞

∞−
= ωω

π
ω deFtf tj)(

2
1)(

          (12) 
 
푸리에 변환은 시간 또는 공간상의 정보를 정

해진 주파수 대역에서 생성되는 주기함수를 매개

로 주파수 공간으로 전환을 통해 신호가 지니고 
있는 주파수 성분에 대한 다양한 분석이 가능하다. 
그러나 푸리에 해석은 주파수영역으로 변환할 때, 
모든 시간 )~( ∞−∞ 에 대해서 적분하기 때문에 
시간과 관련된 정보를 잃어 버리는 커다란 단점을 
가지고 있다. 그러므로, 다양한 시간 스펙트럼을 
가지는 비정상 상태신호(non-stationary signal)들에 
대한 분석은 적당하지 않다. 이러한 단점을 보완

하기 위해 나온 해석 방법이 SFTF(Short time 
Fourier Transform)으로 식(17)으로 정의 된다. 
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이 방법은 푸리에 변환에 창문과 같은 가우시

안(Gaussian function) 함수를 적용하여 신호를 일정

한 윈도우의 크기에 따라 결정되는 영역에서 시간

과 주파수를 모두 알 수 있다. 하지만 적용된 창
문의 크기가 제한되어 있으므로, 전체 영역에 대
한 정확한 분석이 어렵다. 따라서 가변적인 윈도

우를 얻을 수 있는 방법인 웨이블렛 변환이 개발

되어 사용되게 되었다. 연속 웨이블렛 변환이란 
연속 웨이블렛 함수를 이용해 신호를 분석하는 방
법을 말하며 Morlet 과 Grossman 에 의해 정의된 
연속 웨이블렛 변환은 아래 식과 같다. 
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여기서 는 신호, 는 척도인자(scale 

parameter), 는 이동인자(shifting parameter)로서 
실수이며 는 웨이블렛 모 함수(mother 
wavelet)를 아래 같이 scaling 하고 shift 시킴으로써 
얻어지는 함수로 웨이블렛(wavelet) 함수라 불린다. 
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(a)  1m:positionImpact 
 

 
(b)  m5.2:positionImpact 
 

Fig. 2 Variation of deformation of beam versus time 
with different impulsive force position 
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식(20)에서 )(tψ 가 웨이블렛 모 함수이며 척

도인자인 값에 의해서 웨이블렛 모 함수 크기

가 변화되는데, 가 작아질수록 
a

a )(tψ 는 수축되

어 신호의 고주파성분을 찾아내고, 가 커지면서  a
)(tψ 는 확장되어 신호의 저주파 성분을 분석

하는데 사용된다. 식(19) 에 의해 연속 웨이블렛 
변환은 다음 같이 나타낼 수 있다. 
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. 
사용되는 웨이블렛 모함수의 종류는 다양하며 

각각의 웨이블렛 모함수가 가지고 있는 신호분해 
특징과 장점에 따라서 다양한 웨이블렛 변환이 존
재하나 본 연구에서는 Matlab Wavelet Toolbox 를 
사용하여 웨이블렛 변환을 하였으며 가장 일반적

으로 사용되는 Morlet 웨이블렛을 사용했다.  

4. 수치 해석 결과 

4.1 충격 위치에 따른 동적 변형 특성 변화 
 
Fig. 2 (a), (b)는 충격력이 작용하는 위치와 시간

에 따른 보의 굽힘 방향 변형 량을 나타내고 있다. 
서론에서도 말했듯이 파동의 분산적인 성질에 의
해 파동들이 시간에 따라 복잡하게 변화하므로 충
격 위치와 시간에 따라 보의 동적 변형 특성이 다
르다는 것을 알 수 있다.  충격 직후 충격 지점에 
나타나는 변형 량을 보면 충격 위치에 상관 없이 
비슷한 크기를 보이지만 시간이 지날수록 충격 위
치에 따른 변형 량이 차이가 크게 나타 나는 것을 
확인 할 수 있었다. 이러한 동적 변형 특성 변화

를 보다 정확하게 확인하기 위하여 웨이블렛 변환

을 사용하여 Fig.3 에는 각 주파수 모드에 해당하

는 파동에 대한 굽힘 방향 최대 변형이 발생하는 
시간을 나타내었으며, Fig.4 에는 최대 변형이 발
생하는 시간에서의 굽힘 방향 최대 변형 량을 나
타 내었다.  
 

4.2 웨이블렛 변환을 통한 충격 위치에 따른 동
적 변형 특성 해석 

 
Fig.3 과 Fig.4 는 각 주파수 모드에 해당하는 파동

에 대한 굽힘 방향 최대 변형이 발생하는 시간과 
충격 지점에서의 최대 변형 량을 나타내고 있다. 
전반적인 변형 특성으로 보아 저차 모드에 해당하

는 파동이 고차 모드에 해당하는 파동에 비해 영
향도가 큰 것을 예측 할 수 있었으며, 충격 위치

에 상관없이 고차 모드에 해당하는 파동에 의한 
동적 변형 특성들은 큰 차이가 없었다. 그러나 저
차 모드에 해당하는 파동에서는 고정 단 근처로 
갈수록 중심점에 충격이 가해졌을 때에 비해 최대 
변형이 발생하는 시간이 짧아 지고 있으며 최대 
변형량 또한 작아지는 결과를 확인 할 수 있었다. 
이는 충격 위치가 고정 단으로 갈수록 파장이 긴 
저 주파수에 해당하는 파동의 노드 점과 가까워 
줘서 상대적으로 변형량이 작게 나오는 것이다. 
또한 저차 모드에 해당하는 파동 일수록 충격 위
치에 상관 없이 변형되는 속도가 낮은 것을 확인 
할 수 있었다.  
  

5. 결 론 

본 논문에서는 충격력을 받는 외팔 보의 충격력위

치에 따라 다르게 나타나는 동적 변형 특성 변화

를 웨이블렛 변환을 통하여 나타내었다. 충격 위
치에 상관없이 최대 변형이 발생하는 시간과 최대  
 

   
 



 
 

Fig. 3 Variation of Peak time of beam versus Wave with 
different impulsive force position 

 

 
Fig. 4 Variation of Maximum deformation of beam 

versus Wave with different impulsive force 
position 

 
 

변형 량 모두 저차 모드에 해당하는 파동의 경우

에 크게 나타났으며 충격위치에 따라서는 고정 단 
으로 갈수록 중심점에 비해 최대 변형이 발생하는 
시간이 짧아 지고 있으며 최대 변형량 또한 작아

지는 결과를 확인 할 수 있었다. 또한 충격 위치

가 고정 단으로 갈수록 1 차 모드에 해당하는 파
동에 대한 변형 특성은 파동이 가지는 노드 점의 
영향으로 2 차 3 차 모드에 해당하는 파동보다 최
대 변형이 발생하는 시간은 길어지며 변형량은 줄
어 드는 것을 확인 할 수 있었다. 
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