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Abstract 

A modeling method for the modal analysis of a multi-packet blade system having tapered cross section 
undergoing rotational motion is presented in this paper. Blades are idealized as tapered cantilever beams that 
are fixed to a rotating disc. The stiffness coupling effects between blades due to the flexibilities of the disc and 
the shroud are modeled with discrete springs. Hybrid deformation variables are employed to derive the 
equations of motion. To obtain more general information, the equations of motion are transformed into 
dimensionless forms in which dimensionless parameters are identified. The effects of the dimensionless 
parameters including tapered ratio and the number of packets as well as blades on the modal characteristics of 
the system are investigated with some numerical examples.  

 

1. 서 론 

회전운동을 하는 주기적 순환 구조물의 형태를 가

진 공학적 예제는 터빈 발전기, 터보 엔진이나 터

보 팬, 그리고 헬리콥터의 회전익 등이 있다. 이

러한 순환구조물은 축 또는 디스크에 고정단을 갖

는 외팔 보 형태의 블레이드들로 구성되며 또한 

각각의 블레이드는 쉬라우드라 불리는 지지구조에 

의해서 연결되어 있다. 디스크와 쉬라우드는 그 

강성에 의해 블레이드 간 연성효과를 야기하는데 

이는 단일 블레이드의 경우에는 찾아볼 수 없는 

시스템의 고유진동특성에 가장 큰 영향을 미치는 

요소 중 하나이다. 따라서 이러한 구조 시스템의 

적절한 설계를 위해서는 그 동적 특성을 정확히 

예측할 수 있는 해석방법이 요구되어진다.  

회전하는 구조물의 진동 특성에 관한 연구는 

Southwell과 Gough의 연구를(1) 그 시초로 하고 

있다. 이들은 외팔보의 회전에 따른 고유진동수를 

구할 수 있는 해석적 모델을 최초로 제시하였다. 

그 후 Schilhansl은(2) 회전 외팔보의 진동 방정식

을 유도하고 Ritz방법을 적용하여 Southwell방정

식의 정확성을 제고하였다. 1970 년대에 들어와 

전산기의 본격 사용에 힘입어 운동방정식을 고유

치 문제로 변환하여 해석을 수행하는 수치적인 방

법들이(3) 등장하였으며 최근에는 인장방향 변형변
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Fig. 1 Configuration of an idealized packet 

 
수를 사용하는 모델링 방법도(4,5) 등장하였다. 그

러나 이러한 연구들은 단일 외팔 보의 진동특성 

연구에 초점을 맞추고 있으며 여러 개의 블레이드

와 패킷 형태로 구성된 블레이드 시스템에 대한 

연구는(6,7) 상당히 드문 편이다. 

본 논문에서는 블레이드를 테이퍼 단면을 갖는(8) 

갖는 외팔 보로 가정하였으며 디스크와 쉬라우드 

연성강성을 스프링으로 가정하였다. 블레이드들 

간에 연결된 연성 스프링의 강성 및 위치 등을 고

려한 패킷 블레이드 시스템의 운동방정식을 유도

하기 위하여 복합 변형 변수와 Rayleigh-Ritz 

method를 적용하였으며 시스템의 일반적인 특성

을 파악하기 위해 무차원 운동방정식의 형태로 전

환하였다.  

본 연구의 목적은 테이퍼 단면을 갖는 여러 개의

블레이로 구성된 회전하는 다중 패킷 블레이드 시

스템의 고유진동특성을 효과적이고 정확하게 예측

할 수 있는 동적 모델을 제시하는 데 있다. 수치

해석을 위한 예로는 Fig. 1 에 나타난 바와 같이 

8 개 패킷으로 (1 패킷 당 6 개 블레이드) 구성된 

모델이 사용되었다. 본 논문은 참고문헌 (5, 6)에 

제시된 해석모델과 테이퍼 단면을 갖는 회전 외팔

보의 모델을 토대로 테이퍼 단면 비, 블레이드 간

의 연성, 연성스프링의 위치, 블레이드 길이에 대

한 축반경비, 회전각속도 등을 고려하여 진동특성 

변화를 종합적으로 조사해 시스템 분석 및 설계를 

위한 토대를 구축하였다. 

 

2. 운동방정식 

이 절에서는 복합변형 변수를 이용한 동적 모델링

에 의한 패킷 블레이드 시스템의 운동방정식 유도

과정을 간략히 소개하기로 한다. 이에 관한 상세
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Fig. 2 Configuration of a tapered blade 
 

한 내용은 참고문헌 (4, 5)를 참조할 수 있다. 
본 연구에서 시스템의 운동방정식을 유도하기 위

해 사용된 블레이드는 균일, 등방성 재질의 외팔

보이며 직사각 테이퍼 단면을 갖고 있다.  

Fig. 2 는 테이퍼 단면을 갖는 단일 블레이드들의 

형상을 나타낸다. 단면의 테이퍼 비율은 단면 두

께와 폭의 감소된 정도를 나타내는 두가지 파라미

터 α 와 β 로 나타낼 수 있다. 만약 고정단에서 

블레이드의 두께가 라고 한다면 그 자유단에서

의 두께는 

0h

0)1( hα− 가 된다. 마찬가지로 고정단에

서 블레이드의 폭이 라면 자유단에서는 0b

0)1( bβ− 이다. 디스크와 쉬라우드 강성 스프링은 

블레이드의 중심축 상에 존재한다.  

 Fig. 3 은 이상화된 패킷의 형상으로서 탄성변위

들의 의미와 기준 좌표계를 나타내고 있다. 과 

는 기준계(reference frame) 

1â

2â A에 부착된 서

로 수직인 단위 벡터를 나타내며, x는 보의 고정

점 로부터 변형 전 임의점 까지의 거리를, 

와 는 보 구조물 사이 디스크와 쉬라우드

의  방향 연성스프링 강성을, 와 는 연

성스프링의 연결된 위치를, 
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><kur 는 번째 블레이

드의 탄성변위를, 는 임의 질점의 위치에서 

블레이드가 인장된 길이를 각각 나타낸다. 가상모

k
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Fig. 3 Configuration of an idealized packet 

 
법을 이용해 상미분 운동방정식을 유도하기 위해 

와  를 다음과 같이 근사화한다. ><ks ><ku2
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여기서 i1φ , i2φ 는 인장방향과 굽힘방향의 모드함

수들이고, , 는 시간의 함수인 일반좌표

들이며, 

><k
iq1

><k
iq2

1µ , 2µ 는 각 방향 일반좌표의 수이다. 

반경 r 인 강체축 A 가 3a
r

방향으로 속력 Ω 로 

회전할 때 A의 각속도와 P 점의 속도는 다음과 

같이 구해진다. 
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Kane의 방법을(7) 따른 운동방정식은 다음과 같다. 
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여기서 과 l ρ 는 보의 길이와 보의 단위길이당 

질량을 나타내며 는 일반좌표를 나타낸다. 

는 보의 인장 및 굽힘에 의한 탄성에너지, 

연성 스프링에 의한 탄성에너지로 다음과 같이 표

현된다.  
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여기서 , Dk sk 는 각각 디스크와 쉬라우드 연성

스프링 강성을 나타내며 E는 보의 영계수, A는 

단면적, I 는 단면의 관성 모멘트이다. 본 연구에

서 사용된 보는 테이퍼 단면을 갖고 있으므로 A
와 I 는 x의 함수이다.   

편속도 
i
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∂
∂ 는 식 (4)의 을 와 를 

이용하여 표현함으로써 얻을 수 있으며 이를 위해 

다음의 근사화된 관계식이 사용된다
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이상의 식들을 이용하여 각속도가 일정하다는 가

정 하에 운동방정식을 구하면 다음과 같다.  
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위 식에 나타난 행렬들은 다음과 같다. 
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위 식에서 aiφ 는 모드함수로서 x에 대한 함수이

다. 의 정의에 의해서 는 다음과 같이 

표현된다. 
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일반적으로 회전하는 보의 인장방향 고유진동수는 

굽힘방향 고유진동수에 비해 매우 높으며, 따라서 

두 방향 모드들은 서로 간섭 효과를 가지지 않는

다는 가정하에 두 방향 간의 연성효과는 무시할 

수 있다. 인장, 굽힘 간 연성항을 제거하면 식 (8)

과 (9)는 다음과 같이 정리될 수 있다.  
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식 (13)과 (14)을 무차원 진동방정식으로 변환시

키기 위해 다음과 같은 무차원 변수들을 정의한다. 
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T 는 다음과 같다. 
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다음과 

은 무차원 진동방정식을 얻을 수 있다. 
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기서, 

 

0I 는 고정단에서 블레이드의 2 차 면적 모멘트를 

나타낸다. 위의 무차원 변수들을 사용하면 
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는 그 정의로부터 다음과 같이 유도된다. 
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환된 형태의 무차원 진동방정식을 사용하

다. 
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 같이 정의되는 함수로 식 

 조건을 갖는다. 
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다중 패킷 블레이드 시스템의 경우, 두 패킷 사이

에는 쉬라우드 스프링 강성이 존재하지 않으므로 
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위 식에서 은 한 패킷 내에 존재하는 블레이드

의 개수를 나타내며 함수 은 를 으

로 나누었을 때의 나머지를 뜻한다. 또한 마지막 

블레이드는 첫번째 블레이드와 연결되어 있으므로 

가 시스템의 총 블레이드의 개수 와 같은 경

우 은 1 이 된다. 이상의 과정들을 종합하여 

식 (15)를 다음과 같은 행렬식으로 나타낼 수 있

다. 

m
),mod( mk k m

k n
1+k

 
[ ]{ } [ ]{ } 0=+ θθ KM                          (19) 

 
모드 해석을 위하여 열벡터 { }θ 를 다음과 같이 
나타낸다. 
 
{ } { }ηθ ωtje=                               (20) 
 
여기서 ω 는 시스템의 무차원 고유진동수이다. 
식 (17)과 (18)을 이용하여 얻는 다음 식을 통해 

모드 해석을 수행할 수 있다.  
 

[ ]{ } [ ]{ }ηηω KM =2                           (21) 

 
 

3. 수치해석 

수치해석을 위해 굽힘방향 변위의 가상모드

(assumed modes)로 고정된 외팔보의 굽힘진동모

드를 적용하였으며 굽힘방향에 대해 5 개의 모드

함수가 사용되었다. 본 절에서 사용된 수치예제는 

8 개 패킷, 총 48 개의 블레이드로 구성된 시스템

으로서 각 패킷에는 6 개의 블레이드가 존재한다. 

시스템의 고유진동수는 5 개 그룹, 총 240 개이며 

한 그룹은 48 개의 고유진동수로 이루어져 있다. 

Fig. 4 는 이 중 낮은 2 개 그룹의 결과로서 고유

진동수가 회전 각속도에 따라 증가하는 것을 보여

준다. 이러한 현상은 직관적으로 예측될 수 있는 

것이다.  

Fig. 5 과 Fig. 6 는 각각, 테이퍼 단면 비를 나타

내는 무차원 매개변수 α 와 β 가 첫번째 그룹의 

고유진동수 변화에 미치는 영향을 나타낸 그림이

 
Fig. 4 Natural frequency variations 

 
다. 그림에서 α 와 β 가 커짐에 따라 고유진동수

는 확연히 감소함을 확인하였으며 이러한 현상은 

무차원 각속도 γ 가 증가할수록 더 뚜렷하게 나타

났다. 이는 테이퍼 단면으로 인한 효과를 나타내

는  행렬이 stiffening effect 항 내에 있기 때문

이며 운동방정식 상에서도 이를 확인할 수 있다. 

보다 명확한 비교를 위해 Table 1 에서는 

G
ijK

5=γ
일 경우, 각각의 경우에 대한 η 번째 고유진동수

를 나타내었다. 

 

 
Fig. 5 Natural frequency variations for different α ’s 
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Fig. 6 Natural frequency variations for different β ’s 
 

η
 

0,0 == βα  0,5.0 == βα  5.0,0 == βα

1 12.99093 9.89933 10.85001 

12 14.82004 11.6193 12.59746 

24 16.58302 13.69614 14.60503 

36 19.91727 16.57254 17.86865 

48 20.78991 17.14543 18.61531 

Table 1 Natural frequencies for different taper ratio  

4. 결론 

본 논문에서는 디스크와 테이퍼 단면을 갖는 회전

운동을 하는 다중 패킷 블레이드 시스템의 고유진

동 특성을 예측하기 위한 모델링 방법이 제시되었

으며 이를 이용해 회전각속도, 축반경 비, 디스크

와 쉬라우드의 강성을 고려한 해석 결과를 도출하

였다. 본 논문에서는 특히 단면의 테이퍼 비가 고

유진동수 변화에 미치는 영향을 집중적으로 조사

하였으며 테이퍼 비가 커짐에 따라 고유진동수가 

감소함을 확인하였다. 이 같은 현상은 각속도가 

커질수록, 고차모드로 갈수록 뚜렷하게 나타나는 

것을 알 수 있었다. 테이퍼 단면을 갖는 다중 블

레이드 형태의 구조물의 경우, 항공기 회전익이나 

발전기 터빈 등 많은 분야에 사용되고 있으므로 

논문에 제시된 방법은 디스크와 측판의 강성들을 

고려한 블레이드 구조설계 시 유용하게 사용될 수 

있으며 관련 연구분야에도 이해되고 응용될 수 있

으리라 판단된다. 
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