
서 론1.

구조물에 대한 중량과 비용의 감소가 요구되는

반면 성능은 개선하는 것이 지속적으로 요구되기

때문에 변동하는 가진력을 받는 시스템의 진동,

평가는 중요성이 증대되고 있다
(1)
많은 경우 구.

조물의 특성과 가진 특성에는 불규칙성이 포함되

므로 불규칙 변수 가진 하의 비선형 구조에 대,

한 동적 응답 평가 및 신뢰성 분석을 하는 것이

요구될 수 있다
(2~3)

.

통계적 선형화의 기본 개념은 비선형 시스템

을 원래 시스템과 유사한 거동을 하는 등가 선형

†책임저자 회원 군산대학교 기계자동차공학부, ,

E-mail : sinylee@kunsan.ac.kr
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시스템으로 대체하는 것이다 그 문제를 처리하.

는 효과적인 방법으로 준선형화를 들 수 있고,

이 경우 시스템의 비선형 항은 선형화하고 변수,

가진 항은 변화하지 않고 유지한다 두 가지의.

선형화 기준이 선형화 과정에서 사용되어 왔다.

일반적인 방법은 원래의 시스템과 선형화된 시스

템 사이의 차이의 오차제곱의 기댓값을 최소화하

는 것이다
(4,5)

또다른 방법은 두 시스템의 감쇠에.

너지와 탄성에너지에 대한 기댓값을 같도록 하는

것이다 본 연구에서는 두 가지 기준을 가지고. ,

준선형화 방법을 자유도 및 자유도를 갖는1 2

시스템에 적용하였다 계와 계에 대한 정적 모. 2 4

멘트 방정식은 이토의 통계학적 미분 방정식을

이용하여 구하였다 반복법에 의하여 등가 선형.

화 계수를 계산하고 모멘트 방정식을 해결하였

다.

두 가지 선형화 기준에 의하여 구한 수치 결과

를 몬테 카를로 모사에 의하여 얻은 결과와 비교

하였다 비교 결과 몬테 카를로 모사에 의하여.

확률론 방법에 의한 불규칙 진동 비선형 계의 준선형화

이 신 영†, G. Q. Cai
*

Quasi-linearization of non-linear systems under random vibration by
probablistic method

Sin-Young Lee
†
, G. Q. Cai
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Abstract

Vibration of a non-linear system under random parametric excitations was evaluated by probablistic

methods. The non-linear characteristic terms of a system were quasi-linearized and excitation terms

were remained as they were given. An analytical method where the square mean of error was

minimized was ysed. An alternative method was an energy method where the damping energy and

rstoring energy of the linearized system were equalized to those of the original non-linear system. The

numerical results were compared with those obtained by Monte Carlo simulation. The comparison

showed the results obtained by Monte Carlo simulation located between those by the analytical method

and those by the energy method.
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얻은 결과는 두 선형화 방법에 의하여 얻은 결과

사이에 위치하였다 그러므로 두 선형화 기준을.

결합하는 새로운 조합 방법을 얻었고 몬테 카를,

로 모사로부터의 결과와 잘 일치하였다.

비선형 계의 준선형화2.

자유도계2.1 1

변수 가진을 받는 비선형 계의 일반적인 방정

식은 식 과 같다(1)
(5, 6)

.

Y j̈( t)+h j( Y( t), Y ̇( t))= ξ j(t)
+∑ni=1[a jiY i̇( t)η i(t)+b jiY i(t)γ i(t)]

(1)
본 연구에서는 다음의 식 와 같은 비선형 감(2)
쇠와 강성을 갖는 시스템에 대하여 해석한다.
Y ̈+2α 1Y ̇+ λY 3 ̇+Ω 21Y+ δY 3

= Ẏη( t)+Yγ(t)+ξ(t)
(2)

백색 잡음Gauss η(t ) , γ(t ) 및 ξ(t )의 스펙트

럼 밀도를 각각 K ηη , K γγ 및 K ξξ이고 세 가지,
가진은 편의상 서로 연관되지 않는다고 가정한

다 비선형 시스템 는 다음과 같은 등가 준선. (2)
형계로 대치할 수 있다.

Ÿ+2α Ẏ+Ω2Y= Ẏη(t)+Yγ(t)+ξ(t) (3)
여기에서 α와 Ω는 등가 선형화계수이다.
X 1= Y , X2= Ẏ이라고 하면 식 에서 통, (3) Ito
계학적 방정식이 유도된다.(5)
dX 1= X 2dt , (4)
dX 2= (-2αX 2+πK ηηX 2-Ω 2X 1)dt

+[2π(K γγX21+KηηX22+K ξξ)]
12 dB(t) (5)

여기에서 B(t)는 단위 과정이고Wiener ,
E[dB(t1)dB(t2)]={ 0, t1≠t2dt, t1=t2=t

(6)
의 통계학적 미분규칙Ito (stochastic differential
은 다음과 같다rule) . p차 적률 을(moments) M

이라고 하면,

M (X )= X k11 X k22 , p=k 1+ k 2
(7)

ddt E[M ]=E [X 2 ∂M∂X 1
+(-2 αX 2+ πK ηηX 2-Ω 2X 1) ∂M∂X 2

+π(K γγX21+K ηηX22+K ξξ) ∂
2M
∂X22 ] (8)

차 적률의 정상상태 해는2
m 20= πK ξξ

2Ω 2(α-πK ηη)-πK γγ ,
m 02=Ω 2m 20 , m 11=0 (9)

같은 방법으로 차 정상상태 해는, 4
m40= 3πK ξξm20Δm [2Ω2+3A23(α-2πKηη)]
여기에서

Δm=Ω4(4α-7πKηη)-3πKγγΩ 2
+A23(α-2πKηη)[6(α-πKηη)Ω2-9πKγγ]

A 23=2α-3πK ηη
m 31=0 (10)
m 22= Ω

2
3 m 40

m 13= 23 (α-πKηη)Ω 2m40-πK γγm 40-πK ξξm 20
m04=A23[2(α-πKηη)Ω2-3πKγγ]m40

+Ω 4m 40-3πA 23K ξξm 20
준선형화 시스템에서 등가 선형화 계수는 오차

제곱의 기댓값을 최소화하도록 선정한다.
E[ {error}2] = min.

(11)
여기에서

error=(2α 1-2α)Y ̇+(Ω21-Ω 2)Y+λY 3̇+δY 3
식 을(11) α와 Ω 2에 대하여 편미분하고 기댓값

을 취하면 등가 선형화계수를 구할 수 있다.
α= α 1+ λm 04+δm 312m 02 ,
Ω 2=Ω 21+ δm 40m 20 (12)

대안으로 에너지 방법을 제시한다 원래의 비.
선형 시스템 와 준선형화 시스템 의 강성 및(2) (3)
감쇠 에너지의 확률 평균이 동일할 조건으로부터

E [αY 2̇] = E [α 1Y 2̇+ 14 λY 4 ̇] ,
E [ 12 Ω 2Y 2] =E [ 12 Ω21+ 14 δY4] (13)

정리하면
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α=α 1+ λm 044m 02 , Ω 2=Ω 21+
δm 402m 20 (14)

식 및 식 또는 식 및 식(9), (10) (12) (9), (10)
를 반복적으로 풀면 선형화 감쇠계수를 구할(14)

수 있다.

Fig. 1 A beam with narrow rectangular cross
section

자유도 계2.2 2

폭이 좁은 직사각형 단면을 갖는 균일 탄성 보

를 고려한다 과 같이 단순 지지되어 있고. Fig. 1 ,
양단에서 불규칙하게 변화하는 굽힘 모멘트 를

받는다고 한다 양단의 굽힘 모멘트는 같은 크기.
이고 광대역 정상 과정이라고 가정한다.
선형 시스템인 경우 보의 운동 지배방정식은

다음과 같다(8).
EI x ∂

4
∂z 4 v+mv ̈+ αv ̇= 0

EI y ∂
4
∂z 4 u+M( t )

∂ 2
∂z 2 φ+mu ̈+βu ̇= 0

(15)
M( t) ∂ 2

∂z 2 u-GJ
∂ 2
∂z 2 φ+mρ 2φ ̈+γφ ̇= 0

여기에서 v= y 방향에서의 변위, u= x 방향에
서의 변위, φ=비틀림 각, EI x= x축에 관한 굽

힘 강성, EI y= y축에 관한 굽힘 강성, GJ=비틀
림 강성, m =단위 길이 당 보의 질량, ρ= 보
단면의 극 회전반경, α ,β ,γ는 점성 감쇠계수이

다. u와 φ 운동은 연성되어 있고, v 운동과는
비연성이다 이 보의 경우. x축에 관한 굽힘 변형

에 대하여 강하므로 연성된 u와 φ 운동이 가장

큰 실용적 관심의 대상이 된다 기본 모드를 고.

려하고 무차원 변수를 도입하며 측변위에 기인, ,
하는 감쇠력이 속도의 제곱 항을 갖는 비선형3 ,
측변위에 외란이 작용한다고 가정하면

Q 1 ̈+2αQ 1 ̇+λQ31 ̇+ ω21Q 1=ω 1ω 2Q 2η(t)+ ξ( t)
Q 2 ̈+2ζ 2ω 2Q 2 ̇+ω22Q 2=ω 1ω 2Q 1η( t)

(16)
η(t)와 ξ(t)는 가우스 백색잡음이다.
준선형화를 적용하면 다음 식 이 얻어진다(17) .

Q 1̈+2ζ1ω1Q 1̇+ω21Q 1=ω1ω2Q2η(t)+ξ(t)
Q 2̈+2ζ2ω2Q 2̇+ω22Q 2=ω1ω2Q1η( t) (17)
절과 같은 방법으로 차 적률에 대한 정상상2.1 2

태 해를 구하는 절차로부터

m2000= 2πζ2K ξξ
ω31(4ζ1ζ2-π 2ω1ω2K2ηη) ,m0020=ω

21m2000 ,

m0200= πω
21Kηη2ζ2ω2 m2000 , m0002=ω2m0200 (18)

그 외의 차 적률은 이다 차 적률에 대해서는2 0 . 4
연립방정식을 세울 수 있다.
3m2110+m3001=0
3m2020-2ζ1ω1m3010-ω21m4000=0
3m2011-2ζ2ω2m3001-ω22m 3100=0 (19)
2ζ1ω1m2020-m1030+ω21m3010

-πKηηω21ω22m 2200=πK ξξm2000
3m0202-2ζ2ω2m0301-ω2m0400=0
오차의 제곱평균을 최소화하도록 선정하면,

E{ (2αX 3+λX33-2ζ 1ω 1X 3) 2}= min. (20)
ζ 1= α 1ω 1 +

λm 00402ω 1m 0020 (21)
대안으로써 에너지 방법을 적용하면,

ζ1= α1ω1 +
λm00404ω1m0020 (22)

식 및 식 또는 를 반복적으로(18), (18) (21) (22)
풀면 선형화 감쇠계수를 구할 수 있다.

몬테카를로 모사3.

몬테 카를로 모사(Monte Carlo Simulation, MCS)

는 수치 계산을 수행하기 위하여 난수(random

의 수열을 이용하는 방법을 가리키는 일number)

반적인 용어이다
(9~11)

많이 사용하는 난수 발생.

법은 선형 조화 발생기이고 다음의 순환 방정식,
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에 기초한다.

X n+ 1= (A×X n+C )modM (23)

여기에서 X n+ 1은 새로 발생되는 난수, X n은 직

전에 발생된 난수, A는 배수, C는 증분 모듈,

M은 M > X n, M>A 및, M>C 박스뮐러.

방법(Box-Muller)
(9~10)
에 의하여 정규분포로 변

환하고 룬게쿳타 방법, (Runge-Kutta)
(12~13)

을 이

용하여 시각이력 응답을 구하였으며 정상상태 적

률과 응답의 스펙트럼밀도를 계산하였다.

수치해석 결과4.

자유도계4.1 1

시스템 에 대한 수치 계산을 하기 위하여(2)

α 1= 0.4 , Ω 1= 6.0인 경우에 해석을 실시하

고 의 결과와 비교하였다 는, MCS . Fig. 2

λ=0.1 or 1.0, δ=5. or 50.인 경우의 결과를

나타낸다.

은Fig. 3 α 1=0.4, Ω 1 =6, K γγ=0.5, Kηη 인=0.05

경우부가 가진의 스펙트럼 밀도 K ξξ에 따른

E[Y21]을 나타내고 는, Fig. 4 α 1=0.8, Ω 1 =12,

K γγ=1.0, Kηη 인 경우의=0.1 E[Y21]을, Fig. 5
는 그 중 K ξξ 인 경우의 스펙트럼밀도를 나타=1.5

낸다.

Fig. 2 Stationary mean square with λY 3̇ and
δY3

Fig. 3 Stationary mean square values of

response

Fig. 4 Stationary mean square values of

response
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Fig. 5 Spectral density for Kξξ=1.5

Fig. 6 Stationary mean square values of

response with λ=0.2 and Kηη=0.001

자유도계4.2 2

자유도계의 결과로부터 다음과 같은 절충형을1

구상할 수 있다.

ζ 1= α 1ω 1 +
3λm 00408ω 1m 0020 (24)

ω 1=5 , ω 2=25 , α= 0.5 , ζ 2= 0.1 인 경우에

해석을 실시하고 의 결과와 비교하였다, MCS .

은Figs. 6~8 λ와 Kηη에 따른 결과를 나타낸다.

Fig. 7 Stationary mean square values of

response with λ=0.1 or 1.0 and Kηη=0.001

Fig. 8 Stationary mean square values of

response with Kηη=0.004

두번째는 ω 1=6 , ω 2=20 , α= 0.6 , ζ 2= 0.1
인 경우에 수치해석을 실시하고 의 결과와, MCS

비교하였다 는. Fig. 9 K ηη= 의 경우에 대0.004

한 해석결과를 나타낸다. 에서 보는 바와Fig.6~9

같이 절충형의 결과가 의 결과와 잘 일치하, MCS

는 것을 알 수 있다 또한 해석적인 방법은 하. ,

한치를 에너지 방법은 상한치를 나타내었다, .
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Fig. 9 Stationary mean square values of

response with Kηη=0.004

결 론5.

변수 가진을 받는 비선형 불규칙 진동을 해석

하기 위하여 통계적 방법을 사용하였다 주어진.

시스템의 비선형 항만을 선형화하는 준선형화 방

법을 사용하였다 오차 제곱의 기댓값을 최소화.

하는 해석적 방법은 하한치를 나타내었다 한편.

원래의 계와 준선형화된 계의 에너지의 기댓값을

같도록 하는 에너지 방법은 상한치를 나타내었

다 이 결과로부터 두 방법의 절충형을 사용하여.

해석하는 방법을 구상하였고 이 절충형을 사용하

여 해석한 결과는 의 결과와 잘 일치하였다MCS .
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