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Abstract 

Design analysis and computer experiments (DACE) model is widely used to express efficiently the 
nonlinear responses in the field of engineering design. Kriging model, a DACE model, can approximately 
replace a simulation model that is very expensive or highly nonlinear. The kriging model is composed of the 
summation of a global model and a local model representing deviation from global model. The local model is 
determined by correlation coefficient of the pre-sampled points, where determination of the correct correlation 
coefficient has an effect on accuracy and robustness of the kriging model. Therefore, robustness of the 
correlation coefficient is explored with respect to degrees of the global model. Then we propose the range of 
correlation coefficient to make correct and robust kriging model and the influence of the correlation 
coefficients on the degrees of global model with respect to the nonlinearity of the pre-sampled responses. 

기호설명 
ˆ( )Y x  : 크리깅 모델 

θ  : 상관계수 

1. 서 론 

크리깅 모델은 채광학자인 Krige의 연구를 바탕 
으로 공간분석 및 공간자료의 연관관계를 규명하 
기 위해 지질 통계학에서 처음으로 이용되었다.(1) 
1963 년 Metheron 에 의해 수학적으로 정립 발전 
되었고, 1989 년 Sacks 에 의해 전산실험모델로서 
공학 분야게 적용되었으며,(2) 설계변수가 많고 
비선형성이 강한 모델에 대해서 크리깅 모델의 
우수한 예측성능이 확인되었다.(3)(4) 이러한 크리깅 

모델은 보간모델이라는 특성 때문에 같은 입력에 
대해서 동일한 응답을 주는 전산실험에서 활용성 
이 더욱 중요하게 인식되고 있다.  
그러나 크리깅 모델은 보간 모델의 특성상 회기 
모델과 달리 실험점을 모두 지나기 때문에 현재의 
실험 점을 이용하여 모델의 정확도를 판별하는데 
어려움이 있다. 이에 대한 연구로 교차검증방법(5)  
이나 크리깅 모델의 평균과 분산을 이용한 모델의 
정확도 평가 법이 있는데(6) 크리깅 모델의 정확 
도에 큰 영향을 주는 실험 점들 간의 상관계수에 
관한 연구는 활발히 진행되지 못하고 있다.  
따라서 본 논문에서는 크리깅 모델이 상관 

계수에 따라 정확도가 어떻게 변하는 지 살펴본다. 
또한 전역 모델의 차수가 모델의 정확도와 상관 
계수의 강건성에 어떠한 영향을 미치는지 살펴 
본다. 또한, 함수의 비선형 정도에 따라 정확한 
크리깅 모델을 만들기 위한 전역 모델의 차수를 
제안하고자 한다. 
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2. 크리깅모델의 상관함수 

2.1 크리깅 모델 
크리깅모델에서는 모델링 할 실제 함수를 평균
에 해당하는 전역모델 , 편차 항에 해당하는 국
부모델(deviation) , 그리고 랜덤오차의 합으로 표
현할 수 있다고 가정한다. (7) 

( ) ( ) ( ) ( )T
rY x f x z x xβ ε= + +     (1) 

여기에서 
1 2( ) { ( ), ( ), , ( )}T

pf x f x f x f x= 는 

설계변수 dnx R∈ 로 정의되는 벡터이고, 

1 2{ , , }T
pβ β β β= 는 미지의 계수벡터이다. 전

역모델이 상수(constant)라고 가정할 경우는 p=1, 
선형(linear)일 경우는 1dp n= + , 2 차 다항식일 

경우는 ( 1)( 2) / 2d dp n n= + + 를 갖는다. 그리

고 ( )z x 와 ( )r xε 는 독립적인 정규분포를 갖는

다고 가정한다. n 개의 샘플링 점들에서 얻어진 
응답벡터 Tnyyy )](,),(),([ 21 xxxY = 을 식(1) 
에 적용하면 다음과 같은 식이 성립한다. 
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 (2) 

편차와 랜덤오차가 독립적이라는 가정 하에서  
두 응답간의 공 분산행렬은 다음과 같이 표현할 
수 있다. 

cov[ ( ), ( )] cov[ ( ), ( )]
                             cov[ ( ), ( )]

i j i j

i j
r r

Y x Y x z x z x
x xε ε

=

+
(3) 

z(x)의 공분산은 아래의 식과 같이 분산 2
zσ  과 

상관행렬(correlation matrix) ),( jiR xx 의 곱으로 
표현할 수 있다.  

2[ ( ), ( )] ( , )i j i jCov z z σ=x x R x x   (4) 

상관행렬은 데이터들의 공간적인 상관관계

(spatial correlation)를 표현하는 상관함수 R 로 정
의된다. 

(5) 
여기서 상관함수는 두 샘플링 점 ix 와 jx 의 
일 차원 상관도의 곱(products of one-dimensional 
correlations)으로 나타낼 수 있는 상관관계로 한
정한다. 일 차원 상관도의 곱은 각 차원의 상관
관계를 그 차원의 거리의 함수로만 표현하고 이
들의 곱으로 상관관계를 표현한다.  
상관함수를 지수-가우스(Exponential-Gauss) 상관
함수로 정의하면 상관행렬은 아래와 같이 표현된
다. 

( )
1

( , , ) exp
d

k
n

i j i j
k

k
R

α
θ θ

=

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑x x x x   (6)   

여기서 , , dnx Rθ α ∈ 이고, 상관행렬은 대각요소
가 1 을 가지는 양정행렬 (positive definite matrix)

이다. 상관계수 kθ 는 kx 방향에 대한 응답 값들

의 상관관계를 나타내는 파라미터로써 크리깅 모

델의 kx 방향 곡률을 결정한다. 즉, kθ 가 크면 

상관함수의 정의에 따라 상관도는 작고 이 입력
변수 방향에 대한 크리깅 모델의 곡률은 비선형

적 특성을 보인다. 반면 kθ 값이 작으면 상관도

는 커지며 이 입력변수 방향에 대해서 크리깅 모
델의 예측 값은 선형적인 특성을 보인다. 또한 

상관지수 kα 는 예측할 응답의 특성을 반영하는 

파라미터로써 모델링 할 응답의 연속성이 좋으면 

kα =2, 미분 가능하지 않거나 첨도(peakness)가 

심한 함수는 kα =1 로 하는 것이 크리깅의 예측 

성능을 좋게 하는 것으로 알려져 있다.  
한편, 서로 다른 두 실험 점에서 랜덤오차가 

서로 독립적인 상수라고 가정하면 다음과 같이 표
현할 수 있다. 

2[ ( ), ( )]i j
r r zCov Iε ε σ=x x    (7) 

식 (4), (6), (7)을 식 (3)에 대입하면 아래와 같이 
표현할 수 있다. 
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여기서  2 2
zεγ σ σ= 는 응답에 대한 랜덤오차의 

분산 비를 나타낸다. 일반적으로 전산실험에서는 
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시뮬레이션으로부터 얻어지는 응답 값이 결정적이
기 때문에 0γ = 이 되며, 오차가 존재하는 물리
적인 실험에서는 0γ > 인 형태를 사용할 수 있다. 
하지만 전산실험이라 하더라도 오차가 포함된 응
답이나 수치계산 과정에서 수치오차가 존재하는 

응답은 2
εσ 항을 포함한 형태가 사용되어야 한다. 

이때 γ 의 크기에 따라 크리깅 모델의 회귀특성이 

결정되는데 0γ = 이면, 보간특성을 갖는 크리깅
모델이 된다.  
 

2.2 최우량 추정 과정 
식 (6)에서 정의된 모수 , ,k kθ α γ 와 편차의 분산 

2
zσ 를 구해야만 구현이 가능하다. 편차의 분산은 

일반최소제곱법을 이용하여 개의 데이터들로부터 
추정된 분산으로 대체할 수 있다. 

1
2

ˆ ˆ( ) ( )ˆ
TY F V Y F

n
β βσ

−− −
=    (8) 

식 (8)의 크리깅 모델에서 남은 미지수는 
, ,k kθ α γ 이고, 이것은 최우량추정법(maximum 

likelihood estimation : MLE)에 의해서 구한다.  
크리깅 모델의 모수를 결정하는 우량함수

(likelihood function)는 다음과 같이 정의된다. 
1

2/2 2

ˆ ˆ1 ( ) ( )exp
ˆ2ˆ(2 )

T

n

Y F V Y FL
V εε

β β
σπ σ

−⎛ ⎞− −
≡ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

(9) 

우량함수를 최대로 만드는 , ,k kθ α γ 을 구한다는 

것은 확률적으로 가능성이 높은 , ,k kθ α γ 값을 추

정한다는 의미이다. 
일반적으로 우량함수는 다중국부 점을 갖고 해석
적인 방법으로 구할 수 없는 것으로 알려져 있기 
때문에 최우량추정 과정에서는 수치적인 최적화가 
요구된다. 식 (9)의 우량함수에 로그를 취하고 상
수 항을 제외하고 정리하면 다음과 같다. 

2ˆln ln
2

n V
Maximize εσ +⎛ ⎞

− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (10) 

그런데 최적화 과정에서 특이행렬(singular matrix)

이 될 경우, ln V 의 수치계산이 불가능해지기 

때문에 식(11)와 등가의 최우량 추정과정을 다음
과 같이 표현할 수 있다. 

1
2ˆ 

  0,  1,2, ,
                 0 2,  1,2, ,

                  0 1

n

k d

k d

Minimize V
Subject to k n

k n

εσ
θ

α
γ

> =
≤ ≤ =
≤ ≤

 (11) 

최우량추정과정에서 보간특성을 가진 크리깅모델
(interpolating kriging)을 얻고자 할 경우는 γ 를 최
적화 변수에서 제외하고 0 으로 고정한다. 반면, 
평활화 크리깅모델(smoothing kriging)을 생성해야 
할 경우는 최우량추정법으로 추정해야 한다. 
 

2.3 Root Mean Squared Error (RMSE) 
근사 모델은 실제 모델을 몇 개의 실험 점으로 
근사하기 때문에 실제 모델과 오차가 존재한다. 
특히 오차가 양수와 음수 모두 존재할 때 산술평
균의 개념이 아닌 제곱 평균의 개념으로 오차를 
평가한다. 이를 식으로 나타내면 식 (12)와 같다. 

( )2

1

ˆ( ) ( )
n

i i
i

Y x Y x
RMSE

n
=

−
=

∑
    (12) 

3. 전역모델 차수와 비선형함수 

총 9 개의 함수에 대하여 함수의 비선형 정도를 
2 차 RSM 모델의 R-square 값으로 판단하고 함수
를 Nonlinear, moderate, linear 로 분류하였다. RSM 
모델은 Full factorial Sampling을 이용하여 100개의 
실험 점을 뽑아 R-square값을 구하였다. Table 2은 
함수의 R-square 값에 따라 세 단계로 나눈 표이다. 

Table 2 에서 분류된 함수에 θ 를 0.001 에서 100
까지 Log scale 로 변화시키면서 크리깅 모델의
RMSE 값을 살펴보았다. 이때 상관계수는 변수의 
개수에 상관없이 하나로 가정하였다. Figure 2은 θ
와 RMSE 의 상관관계를 그래프로 나타낸 것이다. 
전역모델은 0차, 1차, 2차로 변화시켜 비교하였고, 
샘플링 기법은 Full factorial sampling 으로 49 개의 
실험 점을 이용해 크리깅 모델을 구성하였다. 오
차의 비교는 같은 샘플링으로 100 개를 판별하여 
그에 대한 Root mean squared error (RMSE) 값으로 
비교하였다. 

Table 1 Classification of the functions 

Grade R-square Function 
Nonlinear 0.4이하 Peak, Crane, Mystery 
Moderate 0.4~0.8 Jin, Branin, Schwefel 

Linear 0.8이상 Michalewicz, Rosenbrock, 
Linear 
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( a) Linear          (b) Michalewicz 

 
(c) Rosenbrock          (d) Branin 

 
( e) Jin              (f) Schwefel 

 
( g) Mystery            (h) Crane 

 
 ( i) Peak  

Fig. 1 RMSE as the correlation coefficient  

 Figure 2 을 살펴보면 Linear 등급의 함수는 2 차 
전역 모델을 사용한 크리깅의 RMSE값이 다른 전
역 모델에 비해 더 정확하며 θ 의 변화에도 강건
한 것을 볼 수 있다. 하지만 Moderate 등급의 함
수는 대체적으로 전역 모델에 상관없이 비슷한 오
차 형태를 그리며 전역 모델의 차수보다는 θ 의 
변화에 민감한 것을 알 수 있다. 또한 Nonlinear 
등급의 함수는 대체적으로 [-1.5, -0.5] (Log scale) 
부분의 θ 을 제외한 나머지 영역에서 RMSE 값이 
비슷하게 유지되는 것을 알 수 있다. 하지만 [-1.5, 

-0.5] 부분의 영역에 대해서 크리깅 모델이 부정확
해지는 모습이 발생하였다. 특히 2 차 전역모델을 
사용한 크리깅 모델이 다른 영역의 θ 값에 비해 
부정확해지는 것을 확인할 수 있다.  

Figure 3 는 Nonlinear 등급인 Mystery function 에 
대하여 θ=-1.8, -0.8, 0, 1 (Log scale) 인 크리깅 모델
의 그래프를 그려보았다.  

Figure 3 에서 확인 할 수 있듯이 매우 비선형적
인 함수에 대해 특정영역의 θ 값에 모델이 매우 
부정확해지는 것을 확인할 수 있다. 
이러한 오차의 발생이 Sampling 기법에 문제가 
있는지 확인하기 위하여 실험 점의 중첩이 일어나
지 않는 Latin hypercube sampling을 이용하였다. 실
험 점의 개수는 동일하고 비선형성이 매우 강한 
Crane function 에 대하여 θ 와 RMSE 값으로 Figure 
4 과 같은 그래프를 그려보았다. 

Latin hypercube sampling 역시 그래프의 형태가 
[-1.5, -0.5] (Log scale) 영역에서 RMSE 가 크게 증
가하는 것을 볼 수 있다. 이러한 특징은 Nonlinear 
등급에 있는 모든 함수가 같은 현상이 나타났으며 
같은 θ영역에 대해 위와 같은 현상이 나타났다. 

 
(a) θ=0.0316  (10-1.8)      ( b) θ=0.1585 (10-0.8) 

 

 
 

( c) θ=1  (100)           ( d) θ=10 (10) 

Fig. 2 Kriging model as the correlation coefficient 

 

 

Fig. 3 RMSE of the kriging model using Latin 
hypercube sampling 
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4. 결론 

 함수의 비선형 정도와 크리깅 모델의 전역 모델 
차수, 그리고 상관계수 θ 에 따라 크리깅 모델의 
정확도가 어떻게 변하는 지 살펴 보았다. 그 결과 
선형적인 함수에 대해서는 전역 모델을 2 차 모델
로 쓰는 것이 정확도가 높은 모델을 만들 수 있으
며 0.001부터 100까지 θ범위에서 오차가 크게 늘
어나지 않음을 확인하였다. 그리고 비선형성이 중
간 정도인 함수에 대해서는 전역 모델의 차수 보
다는 θ 값에 민감하며 특정 θ 값에서 좋은 정확도
를 보임을 확인 할 수 있었다. 대체적으로 [0.1 
10](True scale)영역에서 최적 점이 나타남을 확인
하였고, 그 영역을 θ 의 범위로 놓고 θ 의 최적화
를 수행하는 것을 제안한다. 마지막으로 비선형이 
큰 모델에 대해서는 특정 영역 [-1.5, -0.5] (Log 
scale)에서 모델이 부정확해지는 현상을 확인하였
다. 본 연구에서는 이 현상의 원인을 규명하지 못
하였고 앞으로 이에 대한 연구가 수행되어야 할 
것이다. 
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부록 

 
( e) Linear            (b) Michalewicz 

 
(c) Rosenbrock             (d) Branin 

 
( e) Jin                   (f) Schwefel 

 
( g) Mystery                 (h) Crane 

 
( i) Peak  

Fig. 4 Test Functions 
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