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급변수심에 적용 가능한 Nwogu 꼴의 Boussinesq 방정식

Nwogu-type Boussinesq Equations for Rapidly Varying Topography
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1. 서     론

비선형 불규칙파를 해석할 수 있는 Boussinesq 

방정식은 Peregrine(1967)이 변수심의 경우에 유

도하였으나, 수심이 파장에 비해 상대적으로 작은 

천해에서만 선형의 분산관계를 만족하고, 심해에

서 파랑의 거동은 제대로 예측하지 못하는 단점이 

있었다. 이러한 단점을 극복하기 위하여 1990년

대부터 Boussinesq 식을 심해로 확장하는 연구가 

활발히 이루어졌다(Madsen and Sørensen(1992); 

Nwogu(1993); Gobbi and Kirby (1999)). 그러나, 

급경사에서 Boussinesq 방정식의 정확도를 개선

하는 연구는 제대로 이루어지지 않았다. 

Boussinesq 방정식은 수평방향으로는 대표파장

(
 

), 수직방향으로 대표수심()으로 무차원
화하여 작은 차수에서 유도된 식이다. 따라서, 바

닥의 경사가 ∇   ≪ 이 되어 완

만하다는 가정이 나올 수밖에 없었다(Peregrine, 

1972). 이창훈 등(2003)은 Wei 등(1995)의 확장

형 Boussinesq 방정식이 바닥경사의 제곱항을 무

시하고 유도되었으며, Booij (1983)의 경사면 위

를 진행하는 파의 수치실험을 통해서 1:1 이상의 

경사에서는 부정확한 반사율이 나옴을 확인하였

다. 최근 김건우 등(2007)은 Madsen과 Sørensen 

(1992)의 유도과정에서 생략된 바닥의 곡률항과 

바닥경사의 제곱항을 온전히 포함한 식을 유도하

여 이전의 식보다 급한 경사면에서도 정확한 파랑

변형이 재현됨을 확인하였다. 

Gobbi and Kirby(1999)는 바닥경사의 제곱항을 

포함한 항(  ∇
 

)을 에 대하여 
이항전개(binomial expansion)하지 않고, 변수로 

취급하여   항까지 포함한 Boussinesq 방정
식을 유도하였다. 본 연구에서는 Nwogu(1993)의 

식에 Gobbi and Kirby의 방법을 도입하여 바닥경

사의 제곱항을 포함한 식을 유도하여 급경사에서  

더 정확한 식을 제안하였다. 본 연구에서 유도된 

확장형 Boussinesq 방정식과 Nwogu의 식을 

Booij(1983)와 Suh(1999)의 경사면 수치실험에 

적용하여 본 모형을 검증하였다. 

2. 확장형 Boussinesq 방정식의 개선

2.1 지배방정식과 경계조건의 무차원화

 Boussinesq 방정식은 천해파라는 가정 하에 독

립변수와 종속변수를 다음과 같이 무차원화하여 

유도된다.

′ ′  ,  ′  , 
′     ,   ′  , ′  ,
′  

         (1)

위 식에서 prime이 붙은 항은 무차원화 된 값이

다. 아래 첨자 이 붙은 항은 그 변수의 대표 값

을 의미한다. 는 파수, 는 각주파수, 는 중

력가속도이고, 는 수면변위의 진폭이다. 종속변
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수는 수면변위 와 속도포텐셜 이다. 비압축성 

유체의 비회전류에 대한 지배방정식인 Laplace 

방정식은 다음과 같다.

  ∇′′  



′
 ′

    ′ ′ ′ (2)
 

그리고, 바닥 및 수면에서 경계조건은 다음과 같

다.

 ∇′′⋅∇′′


′
′
 ,  ′  ′    (3)

′′
′

 
 


∇′′  


 ′
′ 




 

     

                                 ′  ′  (4)

′
′
 ∇′′⋅∇′′ 



′
′
 , ′  ′(5)

위 식에서,   와   는 각각 상대수

심과 비선형성을 의미하는 매개변수이다.

2.2 Nwogu(1993)의 Boussinesq 방정식의 개선
속도포텐셜을 바닥에서부터의 멱급수로 표현하

면 다음과 같다. 

   ′  
 

∞

′′′ ′′′ ′       (6) 

속도포텐셜의 공간미분항 ∇′′와 ′′를 바

닥경계조건식 (3)에 대입하면 과 의 관계를 

다음과 같이 얻을 수 있다.

 ′  
∇′′
∇′′⋅∇′′

                  (7)
 

유도 과정에서 모든 종속변수를  의 정도까
지만 구하므로, Wei et al. (1995)은 바닥경사의 

제곱항을 ∇  ∇′′   으로 가정
하여 무시하였다. 

 ′  
∇′′
∇′′⋅∇′′

 ∇′′⋅∇′′ 
                                          (8)

 

식 (8)로부터 유도한 Boussinesq 방정식은 바닥

경사의 제곱항을 고려하지 않으므로, Nwogu의 식

은 급경사에서 큰 오차를 보인다(이창훈 등, 

2003; 김건우 등, 2007). 본 연구에서는 Gobbi 

and Kirby (1999)의 방법과 같이, 바닥경사의 제

곱항을 포함한 변수 ′를 아래와 같이 정의하여 

기존의 유도과정에서 생략된 바닥 경사의 제곱항

을 고려한 새로운 식을 유도하였다.

 ′ 
∇′′


                      (9)

 

이 때 식 (7)은 다음과 같이 표현된다.

′  ′∇′′⋅∇′′          (10) 
속도포텐셜을 다음과 같이 나타낼 수 있다.

′  ′  ′′′∇′′⋅∇′′
 

′
′′∇′′

     (11)
 

′  ′ 위치에서의 속도포텐셜을 ′라고 정의

하면 ′를 다음과 같이 ′에 대해서 표현할 수 

있다.

′  ′  ′′  ′∇′⋅′∇′′
 

′
′  ′ ∇′′

  (12)
 

식 (12)로 표현되는 속도포텐셜의 공간 미분 항

인 ∇′′, ′′와 시간 미분 항 ′′를 

식 (2)에 대입하고 바닥(′  ′)에서부터 수면

(′  ′)까지 공간 적분을 취하고 Leibnitz 법

칙을 사용하면 수평 공간 좌표로 표현된 연속방정

식을 얻게 된다. ′  ′에서의 수평방향 유속을 

′ ∇′′ ′  ′로 정의하면 연속방정식은 다음

과 같다.

 ′
′
∇′⋅                        (13)

 

위 식에서 


 ′
′
∇′′

 ′′〈′′ ′′ ∇′′∇′⋅′′

′


′ ′′′ ∇′′∇′⋅′〉
.   

                    

 

                                          (14)

식 (12)로 표현되는 속도포텐셜의 공간 미분항인 

 ′′와 ∇′′를 Bernoulli 식 (5)에 대입

하고 ′ ∇′′′  ′의 관계를 이용하면 다음 

식을 얻게 된다.

 

′
′

 ′⋅∇′′∇′′
  

  
 

             (15)

 

위 식에서
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식 (13)와 (15)는 바닥경사의 제곱항을 고려한 

확장형 Boussinesq 식이다. ′  이면, 즉 바닥

경사의 제곱항을 무시하면, Wei 등 (1995)이 유

도한 강 비선형 확장형 Boussinesq 방정식이 된

다. 비선형 매개변수가 포함된 항 가운데 
보다 고차의 항을 무시하면 Nwogu (1993)의 약 

비선형 확장형 Boussinesq 방정식에 바닥경사의 

제곱항을 포함한 식이 되며, 차원을 가진 변수로 

표현하면 다음과 같다.




∇⋅ 

∇⋅





 ∇∇⋅  ∇∇⋅ 
   

  

                                          (18)




 ⋅∇ ∇

 

∇∇⋅

 ∇∇⋅
  

 

      (19)

여기서,    ∇이다. 

 식 (18), (19)에는 , ∇, ∇ 항이 포함되

어 있다.에 ∇를 포함하기 때문에, ∇, 

∇ 에는 높은 차수의 수심미분항이 나타나며, 

이는 본 유도과정에서 ∇ 의 가정을 하

지 않았기 때문에 생략되지 않은 항이다. 이 고차

미분항은 선형파에 대한 확장형 완경사방정식에서

는 나타나지 않았으며, 각 항의 상대적인 크기와 

중요도가 명확하지 않다. 따라서, 식 (18)과 

(19)에서 수심의 고차미분항을 부분적으로 포함

하거나, 전혀 고려하지 않는 식에 대해서도 수치

실험을 수행하여 정확도를 비교하고자 한다.

앞서 유도한 식 (18), (19)를 Model 1이라 하

고, 연속방정식과 운동량방정식에 만 고려하고, 

∇ ∇  인 식은 Model 2라고 한다. 그리

고, 연속방정식에 아래의 식과 같이 와 ∇를 

부분적으로 포함하고, 운동량 방정식에서는 만 

포함한 식은 Model 3이라고 한다.




∇⋅ 

∇⋅





 ∇∇⋅  ∇∇⋅  
       (20)

 마지막으로, 연속방정식에 식 (20)과 같이 와 

∇를 부분적으로 포함하고, 운동량 방정식에 

와 ∇를 모두 포함한 식(19)을 사용한 경우를 

Model 4라고 한다.

 

3. 수치해석

3.1 Booij의 경사면 위를 전파하는 파의 반사
Booij(1983)의 경사면 실험은 수평 1차원의 경

우 경사면 위로 파랑이 전파하는 현상을 모의하여 

경사도에 따른 파랑의 반사율을 비교한다. 수심이 

  와    인 두 수평면 사이에 

경사면을 두고 주기   의 선형파가 0.6m 수

심에서 출발한다. 

  Fig. 1에 계산영역을 도시하였다. Fig. 2에 본 

연구에서 유도된 식(Model 1~4)을 사용한 해와 

Nwogu 식의 해, 유한요소법을 사용한 Laplace방

정식의 해를 함께 비교하였다. 이창훈 등(2003)

에서 확인한 바와 같이 Nwogu의 식은 가장 경사

가 급한 경우에(  ) 반사율이 0.55이고, 

이는 유한요소해 0.23의 두 배가 넘는다. 본 연

구에서 유도된 식 가운데 Model 2는 최대 0.86의 

반사율을 나타냈으며, 가장 부정확한 결과를 보였

다. Model 1과 Model 4는 기존의 Nwogu의 식보다

는 개선된 결과를 보였고, 연속방정식에만 ∇를 

부분적으로 고려한 Model 3은 유한요소해와 거의 

일치하는 반사율을 재현하였다. 
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Fig. 1. computational domain for Booij's slope
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Fig. 2. reflection coefficients vs width 

of Booij's slope

3.2 Suh의 경사면 위를 전파하는 파의 반사
Booij의 경사면은 경사면에서 바닥경사가 일정
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Fig. 4. reflection coefficients vs width 

of Suh's slope

하며 경사면의 양 끝 지점에서만 바닥곡률의 효과

가 있다. 경사의 효과와 곡률의 효과를 동시에 평

가하기 위해 Suh (1999)는 경사의 양끝에서 경사

가 연속적으로 바뀌는 경우에 확장형 완경사방정

식을 검증한 바 있다. 이 경우에 경사면의 수심은 

다음과 같다.

            

                                         ( 1 9 )

여기서, 과 는 각각 0.6m와 0.2m이고, 

는 다음과 같다.

   

 
                 (20)

 

여기서, 는 수심이 바뀌는 경사면의 폭이다. 

  
Wave generation
         point

Sponge
 layer

Sponge
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h2

Fig. 3. computational domain for Suh's 

slope

Fig. 3과 4에 계산영역과 해석결과를 비교하였

다. 앞서 Booij의 경사면 실험과 마찬가지로, 

Nwogu의 식과 Model 2는 급경사에서 큰 오차를 

보였으며, Model 3는 유한요소해와 거의 일치하

는 반사율을 보였다.

4. 결    론

 Nwogu(1993)의 확장형 Boussinesq 방정식에 바

닥경사의 제곱항을 포함하는 변수()를 도입하여 

급경사에서 정확도가 향상된 식을 유도하였다. 

경사면에서의 반사율을 비교한 결과, 연속방정식

에 ∇를 일부 포함하고, 운동량방정식에 만 포

함하는 경우(즉, Model 3)에 경사면에서의 반사

를 정확하게 재현하였다. 추후에 고차의 수심미

분항을 정량적으로 비교하여 항의 중요도와 포함

여부의 결정에 대한 연구를 수행할 예정이다.  
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