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요약  컴퓨터에서 사용되는 2D 이미지는 크게 비트맵과 벡터의 두 가지 표현 방식이 존재한다. 일반적으로 사용되는 

이미지와 텍스처는 대부분 비트맵을 기반으로 하고 있으며, 이에 따라 많은 텍스처 합성에 관한 연구 또한 비트맵 

기반으로만 이루어져 왔다. 그러나 일부 분야들에서는 몇 가지 단점에도 불구하고 벡터 형식의 이미지를 선호하고 있으며, 

비트맵이 가지지 못한 장점들과 현재의 충분한 컴퓨터 연산 능력을 고려해 볼 때 벡터 이미지의 필요성과 활용분야는 

앞으로도 늘어날 것이라 생각된다. 이에 따라 본 논문에서는 벡터 형식으로 주어진 텍스처 패턴을 분석, 합성하는 새로운 

방법을 제안한다. 입력 받는 벡터 이미지는 몇 가지의 속성을 지닌 스트로크(Stroke)들의 집합으로서, 각각의 스트로크는 

비트맵에서의 픽셀과 같이 기본적인 분석과 합성의 단위가 된다.  

 

핵심어: CG, Vector Textu e, Stroke, Pa ern  Synthesis, r tt ,   

1. 서론 

텍스처는 일반적으로 어떠한 객체가 지닌 특유한 재질감

을 말한다. 컴퓨터 그래픽스 분야에서는 여러 개의 다각형으

로 이루어진 모델(Model) 위에 텍스처를 입히는‘텍스처 맵핑

(Texture Mapping)’과정을 통해 가상의 객체(Object)에 재질

감을 표현하게 된다. 2D 이미지로 정의된 텍스처 패턴은 컴

퓨터 그래픽스를 비롯한 벽지나 의복 등의 분야에서도 폭넓

게 사용된다.  

텍스처 합성은 텍스처를 만들기 위한 몇 가지 방법 중 하

나이다. 일반적으로 사용되는 비트맵 이미지 기반의 텍스처

는 면적에 비례하여 용량이 커지게 되므로, 넓은 영역에 텍

스처를 사용하는 경우에는 보통 반복적으로 텍스처를 이어 

붙이는 방법을 사용하게 된다. 이는 가장 쉽고 유용한 방법

이지만 약간의 문제점이 있는데, 먼저 완전한 규칙성

(Regularness)을 가진 텍스처가 아니라면, 해당 텍스처에서

의 불규칙한 패턴 또한 반복적인 규칙성을 보이게 된다. 또

한 반복되는 텍스처의 경계가 부드럽게 이어질 수 있도록 잘 

가공되어 있어야 하는데, 이 역시 능숙한 아티스트가 아니라

면 쉽게 해결할 수 있는 문제는 아니다.  

 이럴 때 유용하게 사용될 수 있는 방법이 텍스처 합성이

다. 지금까지 연구된 텍스처 합성 방법을 사용하면 비교적 

적은 노력으로 넓은 면적의 텍스처를 만들어 낼 수 있으며, 

타일링을 할 수 있도록 부드럽게 이어지는 경계선을 자동적

으로 생성할 수도 있다[10].  

텍스처의 종류를 나누는 데에는 여러 가지 방법이 있겠으

나, 본 논문에서는 텍스처가 가진 규칙성을 기준으로 하여 <

그림1>의 다섯 가지 범주로 구분하도록 한다.  

 
그림 1. 규칙성에 따른 텍스처의 분류 

 

2. 관련 연구 

지금까지 이루어진 텍스처 합성에 관한 연구는 크게 매개

변수를 이용한 방법(Parametric Approach)과 예제에 기반한 

방법(Example-based Approach)으로 나눌 수 있다.  

매개변수를 기반으로 한 방법은 주어진 몇 가지의 변수를 

미리 정해진 함수에 입력하여 나온 결과를 바탕으로 텍스처

를 합성하는 방법으로서, 합성에 필요한 입력의 정보량이 적

어 용량에서의 이득을 얻을 수 있으며, 어떠한 재질에 대해 

잘 만들어진 합성 함수가 존재한다면 그에 대해 꽤 자연스러

운 결과를 비교적 빠른 시간에 얻어낼 수 있다는 장점이 있

다. 그러나 각 생성 함수는 특정 종류의 재질에 맞추어져 만

들어져 있기 때문에 범용적인 합성에는 사용하기 어려운 문

제점이 있다. 매개변수 기반의 방법은 주로 구조성을 가지지 

않은, 통계적 불규칙성을 가진 텍스처의 합성에 이용된다.  
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예제를 기반으로 한 텍스처 합성은 입력으로 하나의 이미

지를 사용하는데, 매개변수 기반보다 좀 더 일반적인 경우에

서 사용이 가능하며 결과의 품질도 뛰어나다. 이 분야의 연

구의 시초에 해당하는 [1]과 [10]에서는 픽셀 기반(Pixel-

based)의 접근을 시도하고 있다. 이 방법은 주로 새로이 합

성될 픽셀에 대해, 주위에 이웃한 픽셀들을 비교하여 원본 

텍스처에서 가장 비슷한 부분의 픽셀을 가져오는 방식으로 

합성을 수행한다. 이는 텍스처 합성뿐만 아니라 일부 영역이 

손상된 이미지를 복구하는 데에도 효과적으로 쓰일 수 있다. 

그러나 픽셀 단위의 합성과 비교 과정으로 인해 처리속도가 

느린 단점이 있는데, 이러한 문제점을 보완하기 위하여 픽셀

보다 큰 이미지 조각을 이어 붙이는 방법으로 합성을 수행하

는 시도들도 있었다([2], [4], [15]). 패치 기반 합성으로 불

릴 수 있는 이러한 방법들은 픽셀 기반 방법에 비해 일반적

으로 더 빠르고 효율적이다.  

텍스처 합성에 관해 위와 같이 다양한 시도들이 있어 왔

지만, 이들의 거의 비트맵 기반의 텍스처를 위한 방법이었다

는 공통점을 가지고 있다. 벡터 기반 텍스처의 합성에 관한 

연구가 시작된 것은 매우 최근의 일이다. [12]에서는 입력된 

벡터 스트로크(Stroke)들의 특성을 시각적 인식 구조에 기반

한 몇 가지 방법으로 분석하고, 이를 기반으로 새로운 스트

로크를 합성하는 방법을 처음으로 제시하고 있다. 이는 예제 

기반 (Example-based) 비트맵 텍스처 합성으로 유명한 [1, 

10]의 영향을 직접적으로 받아, 픽셀 기반의 비트맵 텍스처 

합성을 스트로크 기반의 벡터 텍스처 합성으로 응용한 경우

이다. 이는 비트맵에서와 유사한 접근을 통해 비교적 처리과

정이 간단한 장점이 있으나, 항상 균일한 분포(Uniform 

Distribution)를 가진 패턴만을 합성할 수 있다는 단점을 가

지고 있다. 이는 구조적 규칙성은 있으나 스트로크의 분포가 

균일하지 않은 패턴은 합성할 수 없음을 의미한다(그림 2).  

 

 
그림 2.  

규칙적이고 균일한 분포(좌)와  
규칙적이지만 균일하지 않은 분포(우)의 예 

 

본 연구에서는 [12]에서의 문제점을 개선하여, 주어진 패

턴의 규칙적인 분포 구조를 유지할 수 있는 새로운 벡터 기

반 텍스처 합성 방법을 제시한다. 이는 컴퓨터 그래픽스는 

물론 벡터 기반의 패턴을 필요로 하는 의복이나 벽지 등에서

의 시각 디자인 분야에서도 유용하게 사용될 수 있다. 

 

3. 알고리즘 

전체 알고리즘은 크게 준비 단계 (Preparing Stage)와 성

장 단계 (Growing Stage)로 나뉜다. 준비 단계에서는 합성을 

시작하기 전에 필요한 기초적인 작업들을 거치고, 성장 단계

에서는 앞에서 만들어진 자료를 토대로 실질적인 합성을 수

행한다.  

 

 
그림 3. 전체 파이프라인(Pipeline) 개요 

3.1 Shape Classification

입력된 모든 스트로크들은 먼저 주어진 기준에 따라 유사

한 종류의 개체들끼리 분류되어야 한다. 예를 들어 다음 패

턴은 세 가지 종류의 모양으로 구성되어 있음을 알 수 있다. 

본 단계에서는 이처럼 비슷한 모양의 개체를 판단하여 몇 가

지 종류(Class)로 스트로크들을 정리하게 된다.  

 

 
그림 4. 스트로크 분류 예 

 

전체적인 처리 과정은 [12]의 “Element Clustering”단계

와 유사한 접근으로서, 처리의 효율성을 위해 Greedy 

Algorithm을 사용하였다. 먼저 모든 스트로크들은 하나의 큐

(Queue) Qs에 저장된다. 각 단계마다, Qs에서 처음으로 나오

는 스트로크 Si는 또 다른 큐 Ci에 넣어지고, Qs에서 Si의 뒤

에 위치했던 스트로크 Sj와 Match라는 함수를 통해 비교된

다. Si와 Sj에 대한 Match 함수의 결과가 참이면 Sj는 Ci에 

추가되면서 Qs에서 삭제되며, 거짓이라면 다시 Qs로 들어간

다. 이렇게 Qs와 Ci의 스트로크에 대해 한 번씩 Match함수를 

수행하여 더 이상 참이 나오지 않을 때까지 이 작업을 반복

하면 하나의 유사 스트로크 집합(Cluster) Ci가 만들어 진다. 

이 작업을 Qs가 빈(Empty) 상태가 될 때까지 계속 수행하여 

모든 스트로크가 몇 개의 집합으로 나누어지도록 한다. 

하나의 스트로크 Si는 네 가지 종류의 속성을 가지며, 이 

들은 두 스트로크의 유사성을 판단하기 위한 기반이 된다.  

 

 
그림 5. 스트로크의 속성 
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 Stroke Path (pi): 형태를 나타내는 선의 경로로서 직선

으로 연결된 여러 2차원 점들의 배열(Polyline)로 나타

내어 진다.  

 Stroke Width (wi): 실수 값으로 정의된 선의 두께이다. 

 Stroke Color (ci): 선의 색상으로 채널 당 0~255의 범

위를 가지는 RGB값이다.  

 Fill Color (fi): 스트로크의 내부를 채우는 색상으로서 

Stroke Color와 마찬가지로 RGB로 나타내어진다.  

 

두 스트로크 Si와 Sj를 비교하는 함수 Match()는 다음과 

같다. 

 

Match(Si, Sj) =  

(Dist(pi, pj)<ε1)^ (Dist(pi, pj)<ε2)^  

(Dist(pi, pj)<ε3)^ (Dist(pi, pj)<ε3) (1)  

 

각각의 속성들은 Dist()함수를 통해 개별적으로 평가되는

데, 이 결과 값들은 유저에 의해 주어진 세 종류의 경계 값

(Threshold) ε1~ε3 과 비교되어 참 혹은 거짓의 결과가 되면

서 ∧(and)연산을 통해 조합된다. 즉, 각 속성의 유사도가 모

두 정해진 일정 범위 안에 들어오게 되면 유사한 스트로크로 

판단한다.  

 Dist()는 스트로크가 가진 각각의 속성을 비교하는 함수

이다. RGB색상인 ci와 fi를 제외하면 각 속성의 성질이 다르

므로 서로 다른 방법과 경계 값이 사용되었다. 

Stroke Width 속성은 두 값 차이의 절대값을, Stroke 

Color와 Fill Color는 RGB색상공간에서의 유클리드 거리

(Euclidean Distance)를 사용한다. Stroke Path 속성에 대해

서는 형태 비교를 위한 거리 측정 방법 (Shape Matching 

Distance Metric)중 하나인 Fréchet Distance를 사용하였으

며, 이동(Translation)을 제외한 회전(Rotation)이나 크기

(Scale)변환에 의한 비교는 고려하지 않았다. 즉, 비슷한 경

로를 가졌다 하더라도 크기나 회전 상태가 다른 경우에는 다

른 형태로 취급된다. 주어진 두 도형의 Fréchet Distance가 

주어진 값 ε1보다 작은 지를 결정하는 문제는 일반적으로 의 

적지 않은 시간이 소요되는데, Dynamic Programming을 적

용하여 가능한 효율적으로 계산할 수 있도록 구현하였다.  

 Dist()함수의 결과 값을 비교하기 위한 경계 값 상수

(Threshold Constant) ε1~ε3는 사용자에 의해 주어지도록 

함으로써 입력되는 텍스처의 특성에 따라 유동적으로 적용되

도록 하였다. 경계 값들의 조절에 의해, 본 분류 과정에서 도

형들의 형태와 색상, 두께 중 비중 있게 고려되어야 할 부분

을 결정할 수 있으며, 이는 이후 합성되는 패턴의 결과에도 

영향을 미치게 된다. 원하는 패턴으로 합성되도록 하기 위해

서는 이 경계 값들의 신중한 설정이 필요하다. 

 

3.2 Building Reference/Target Pattern

합성의 진행을 위해서는 참조 패턴(Reference Pattern)과 

대상 패턴(Target Pattern)이라는 두 종류의 패턴이 필요하

다. 참조 패턴은 합성이 진행되면서 참조하는 원본과 같은 

패턴으로서, 입력된 패턴과 동일한 형태로 초기화 되어 합성 

작업에서 계속적으로 참조만 될 뿐 새로운 정보가 쓰여 지지 

않는다. 대상 패턴은 앞으로 실제 패턴 합성이 행해져 새로

운 정보들이 계속적으로 쓰여 질 패턴으로서 합성될 만큼의 

면적을 가진 백지와 비슷하다.  

 

 
그림 6. 참조 패턴의 생성 

 

위에서 분류된 각 스트로크를 하나의 점 요소(Element)로 

치환시키는 과정을 통해 참조 패턴 Pref를 만든다(그림 6). 각 

요소에는 원래의 스트로크 정보와 앞 단계에서 분류된 클래

스의 번호가 함께 기록된다. 또한 벡터 이미지에서는 스트로

크들이 그려지는 순서가 중요하므로, 마지막의 그리기 단계

를 위해 원래 이미지에서 스트로크들이 그려진 순서 또한 각 

요소에 저장하여 둔다. 

 

 
그림 7. 참조 패턴과 대상 패턴 

 

대상 패턴 Ptgt는 먼저 만들어진 빈 공간의 중심에 참조 

패턴을 그대로 한 번 복사함으로써 초기화 된다(그림 7). 이

후 합성 단계는 중앙에서부터 남은 빈 공간을 채워나가는 형

태로 진행될 것이다. 성장 단계를 위한 준비는 이렇게 모두 

끝나게 된다.  

 

3.3 Picking Growing Point 

 
그림 8. 성장 방향과 지점의 선택 
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성장 단계에서의 합성의 기본 아이디어는 대상 패턴에 존

재하는 요소들이 가진 규칙성에서 오차를 최소한으로 유지하

면서 참조 패턴의 요소들을 스탬프를 찍어 나가듯 조금씩 추

가하여 나가는 것이다.  

 새로운 패턴은 대상 패턴의 중앙에서 시작하여 주변을 

향해 조금씩 자라 나가는(Growing) 순서로 합성되는데, 본 

단계에서는 이를 수행할 기준 위치인 성장 지점(Growing 

Point)를 고르게 된다. 성장 지점을 고르는 데에는 여러 가지 

효율적인 아이디어가 고려될 수 있을 수 있으나, 여기서는 

가장 간단한 방법으로 대상 패턴의 중심에서 가장 가까운 성

분부터 차례대로 선택하여 나가는 방법을 사용하였다. 한 번 

성장 지점으로 선택된 성분은 다시 성장 지점으로 지정되지 

않는다. 이는 성장 지점이 패턴의 중심에서 조금씩 바깥 방

향으로 뻗어나가는 형태로 선택될 것임을 보장한다. 

 

3.4 Choosing Optimal Translation

이 단계에서는 참조 패턴을 대상 패턴 내에서 최소한의 

오차로 이동시키는 변환(Translation)을 구하여 새로이 합성

될 요소와 그 위치를 결정한다.  

먼저 앞의 단계에서 선택된 성장 지점을 중심으로 참조 

패턴을 이동시키는 후보 집합(Candidate Set)을 만든다. 성

장 지점과 같은 클래스의 모든 요소들을 참조 패턴에서 찾아

내어, 선택된 각 참조 패턴의 요소를 대상 패턴의 성장 지점

으로 이동시키는 변환을 만든다.  

 

 
그림 9. 대응 요소의 탐색 

 

 
그림 10. 참조 패턴과 대상 패턴의 대응 요소  

 

이렇게 만들어진 이동 변환 집합 T의 모든 변환 ti에 대하

여, ti에 의해 옮겨진 참조 패턴 Pref와 대상 패턴 Ptgt 사이에

서 겹쳐지는, 서로 대응되는 요소(Corresponding Element)

를 두 패턴에서 찾아 짝지어 주게 된다(그림 10).  

 

 
그림 11. 하나의 대응 요소 쌍에서 나타나는 오차 

 

완벽히 규칙적인 패턴이 아니라면, 대응된 성분으로 서로 

짝지어진 요소들 사이에는 오차(error)들이 존재한다(그림 

11). 이들의 합이 최소한이 되도록 참조 패턴을 조금 이동시

킴으로써 각 이동 변환들을 최적화 시킨다. 오차 합(error 

sum)의 최소화에는 최소 제곱법 (LSM, Least Square 

Minimization)을 이용하였다. 일반적인 경우 최소 제곱법에

서는 선형 시스템을 풀어내는 과정이 필요하지만, 여기서는 

패턴들의 이동 변환만을 고려하고 있다는 점을 이용하여 간

단히 할 수 있으며, 그 결과는 각 대응점들이 가지는 dx와 

dy의 산술평균과 같다. 1 이에 따라 각 이동 변환에서 대응점

들의 dx와 dy의 평균을 구하고, 그만큼씩 참조 패턴을 이동

시킴으로써 오차 최소화를 수행한다.  

이렇게 최적화가 끝난 변환들의 집합 가운데 가장 작은 

오차 합을 가지는 변환을 최종적으로 선택하게 된다. 여기서   

다음의 두 가지 사항을 고려해야 한다.  

 

(1) 각 변환들이 가지는 오차 합은 대응점들의 수가 늘어

남에 따라 커지는 경향이 있으므로 정규화 과정을 필

요로 한다. 

(2) 대응점이 하나만 존재하는 변환의 경우 오차 합은 언

제나 0이므로, 변환 셋에 이 경우가 존재한다면 항상 

이 변환이 선택될 것이다. 그러나 이 변환을 수행하는 

경우 이후에 합성되는 성분들은 전적으로 이 대응점을 

중심으로 배열, 결정되므로 이는 바람직하지 않다.  

  

 이러한 이유로 인해, 모든 오차 합은 대응점의 수만큼 나

누어지는 방법으로 정규화를 수행한 후 비교하게 된다. 또한 

대응점이 하나만 존재하는 변환은 그 이상의 대응점들을 가

진 변환이 존재하는 한 선택하지 않도록 하였다.  

 

3.5 Pattern Synthesis

선택된 변환을 참조 패턴에 적용하여 실제 성분의 합성을 

수행한다. 앞서 짝짓기 단계에서 짝이 지어진 참조 패턴의 

성분들은 이미 대상 패턴에 해당하는 요소가 존재한다는 뜻

이므로 그렇지 않은 요소들만을 대상 패턴에 추가하게 된다. 

                                            
1 ‘첨부 1’ 참조
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그림 12. 짝지어지지 않은 참조 패턴 요소들 

 

최종 합성 단계에서는 각 스트로크의 속성을 해당 클래스

에 있는 성분에서 무작위로 가져오는 방법을 이용해 원래의 

입력보다 더 많은 변화(Variation)들을 자연스럽게 이끌어 

낼 수 있다. 

 

 
그림 13. 새로운 개체의 합성 

 

4. 결과 

알고리즘은 닷넷(.net) 2.0 기반의 윈도우즈용 어플리케이

션으로 구현되었으며, 기본적으로 SVG 파일을 통한 입출력

을 사용한다. 이는 W3C에서 지정된 XML기반의 벡터 그래

픽스 표준으로, 일반적으로 사용되는 대부분의 벡터 그래픽

스 프로그램에서 지원하는 높은 호환성을 가진 포맷이다

[20]. 따라서 사용자는 기존에 존재하던 익숙한 프로그램을 

이용하여 원하는 패턴 입력을 쉽게 만들어 낼 수 있으며 그 

출력도 다시 해당 프로그램으로 가져와 원하는 대로 가공할 

수 있다. 또한 스케칭 인터페이스를 통한 프로그램 자체에

서의 기본적인 드로잉도 가능하기 때문에, 간단한 패턴은 

별도의 전문 프로그램 없이도 직접 그릴 수 있도록 하였다.  

 합성된 결과는 입력된 패턴이 가진 규칙성을 유지하면서 

기존의 속성을 활용한 새로운 성분을 무작위로 합성해내고 

있다. 특히 [12]에서 사용된 일부 예제와 유사한 입력을 사

용하였을 때 그보다 나은 규칙성을 보이는 결과를 얻을 수 

있었다.  

 

 
그림 14. 1차원 배열 스트로크 합성 

 

 
그림 15. 한 종류의 성분으로 이루어진 2차원 배열 텍스처 합성 
 

 
그림 16. 여러 종류의 성분으로 이루어진 텍스처 합성  

(형태 중심 스트로크 분류) 

 

 
그림 17. 여러 종류의 성분으로 이루어진 텍스처 합성  

(색상 중심 스트로크 분류) 
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그림 18. 새로운 성분들의 무작위 합성 

 

 
그림 19. 기존 연구 결과와의 비교  

(좌) 입력된 예제  (우상) [12]의 결과  (우하) 제안된 방법의 결과 

 

5. 검토 및 결론 

 

5.1 검토 

이 방법은 이전의 방법에서 해결할 수 없었던, 균등하지 

않은 분포의 규칙성을 가진 텍스처의 합성을 위해 제안되었

다. 이는 규칙성을 가진 패턴에 대해서는 잘 동작하지만, 입

력된 패턴에서 규칙성이 발견되지 않는(irregular) 경우에는 

제대로 된 결과를 얻기 어렵다. 이러한 경우, 보통 대응 성분

을 찾아 짝짓는 과정이 제대로 수행되지 못하면서 불필요한 

성분들이 노이즈처럼 들어가 합성되는 결과를 가져온다. 이

는 입력된 패턴에서 발견되는 반복의 규칙에 전적으로 의지

하기 때문으로서, 이러한 경우에도 납득할 만한 결과를 만들 

수 있도록 스스로 분포를 결정할 수 있는 방법이 필요하다.  

 첫 단계인 Shape Classification 부분은 세 종류의 경계

값을 올바르게 설정하기 위하여 사용자의 노력이 필요하다는 

단점을 가지고 있다. 따라서 이 부분에서 좀 더 자동적으로 

분류가 될 수 있도록 하는 Clustering 알고리즘의 보강이 필

요하다고 생각된다.  

 마지막으로 성장 지점을 고르는 방법에 있어서도 개량을 

시도할 수 있다. 여기서 사용된 방법은 매우 간단하지만, 많

은 경우 이미 성장된 패턴의 내부의 지점을 고르게 됨으로써 

불필요한 성장 지점들이 비효율적으로 선택되는 문제가 있다. 

합성되는 패턴의 경계에서 우선적으로 합성되어야 부분을 자

동적으로 찾아낼 수 있도록 한다면 전체적인 수행 효율의 증

가를 기대할 수 있을 것이다. 

 

5.2 결론 

지금까지 새로운 벡터 기반 텍스처의 합성 방법을 제안하

였다. 이 방법은 기존의 방법에 비하여 입력된 요소간의 구

조를 유지하면서 자연스러운 변화도 함께 나타낼 수 있다는 

장점을 가지고 있다. 만들어진 프로그램은 표준적으로 널리 

사용되는 파일을 지원하여 쉽게 사용될 수 있도록 하였으며, 

규칙성을 가지는 입력에 대하여 좋은 합성 결과를 보여준다. 

이 프로그램은 벡터 텍스처 패턴이 필요한 여러 분야에서 사

용될 수 있다. 
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첨부 1. LSM의 단순화 

한 이동 변환으로부터 만들어진 대응점들의 집합 C=(c1, 

c2, …, cn) 의 성분을 

 

 

   (2) 

 

 

로 정의하고, Ei
ref 가 이동된 결과를 

라 한다. 두 대응점 사이의 오차 ei는 Ei
ref 와 Ei

tgt 사이의 유

클리드 거리이므로, 오차의 총 합을 E라고 하면 다음이 성립

한다. 

 

     (3) 

 

라고 할 때, dxi와 dyi는 

실수공간에서 정의되어 항상 0 이상의 값을 가지므로 서로 

독립적인 관계임을 알 수 있다.  

일반적인 선형 변환 f(a, b)는 a+bx 의 형태로 나타낼 수 

있는데, 이동 변환만을 고려할 경우 b의 값은 항상 1로 고정

되므로 이 식은 f(a)=a+x 로 단순화 될 수 있다.  

위의 결과들을 xi
ref 에 대하여 적용하면  

 

      (4) 

   (5) 

 

여기서 Ex
2(a)를 최소로 하는 a의 값을 구하면 
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이므로, a의 값은 각 대응점이 가지는 dx들의 산술 평균임

을 알 수 있다.  
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