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Abstract 

This study concerns an advanced NURBS surface reconstruction method, which is based on the NURBS 

surface model fitting to the unstructured point cloud measured from an arbitrary complex shape. The concept 

of generating a simple triangular mesh model was introduced to generate a quadrilateral mesh model well-

representing the topological characteristics of point cloud. The NURBS surface reconstruction processes 

required the use of the various methodologies such as QEM algorithm, merging scheme of pair-wise 

triangular mesh, creation algorithm of G
1
 continuous tensor product NURBS surface patch, and so on. The 

effectiveness and reliability of the proposed NURBS surface reconstruction method were validated through 

the simulation results for the geometrically and topologically complex shapes. 

1. 서 론 

컴퓨터 그래픽스와 CAD 시스템의 발전은 복잡

한 형상의 3 차원 모델링 작업을 용이하게 수행할 

수 있도록 개발되었다. 또한 심미성이 강조되는 

복잡한 형상의 곡면 모델링도 자신의 아이디어에 

따라서 직접 설계하는 것도 용이하게 되었다. 그

러나 설계 도면이나 CAD 정보가 없는 복잡한 형

상의 실물을 컴퓨터 작업이 가능한 디지털 정보로 

전환하기 위해서는 3 차원 측정기나 3 차원 레이저 

스캐너를 이용해서 형상 좌표를 측정한 후 다각형 

메쉬 모델(mesh model), B-Spline 곡면 모델(surface 

model), NURBS(Non-Uniform Rational B-Spline) 곡면 

모델 등으로 변환하는 형상 복원 과정이 필요하다. 

일반적으로 다각형 메쉬 모델은 쾌속 조형(rapid 

prototyping), CAE(Computer Aided Engineering) 등과 

같은 분야에서 활용되고, B-Spline 곡면 모델이나 

NURBS 곡면 모델은 형상 편집, 공정 정보 추출 

등과 관련된 분야에서 활용되는 경우가 많다. 

특히 CAD 정보가 없으면서 심미적인 부분이 

강조되는 복잡한 형상을 가진 자동차 외형, 인공 

뼈, 인공 치아 등의 형상 설계 분야, 그리고 발굴

된 유물의 형상 복원 분야 등에서는 이러한 역설

계(reverse engineering) 기법이 적극 활용되고 있다. 

최근 3 차원 레이저 스캐너의 급속한 발전으로 복

잡한 실물에 대한 대용량ㆍ고품질의 측정 정보 추

출이 가능해졌고, 그에 따라서 점군 정보로부터 

다각형 메쉬 모델을 복원하기 위한 연구들(1~7)과 

함께 B-Spline 곡면 모델이나 NURBS 곡면 모델을 

효율적으로 생성하기 위한 연구들(8~11)이 다양하게 

진행되어 왔다. 다각형 메쉬 모델과는 달리 B-

Spline 곡면 모델이나 NURBS 곡면 모델을 생성할 

때의 문제점으로는 점군 위상을 개략적으로 잘 묘

사하는 단순화된 사각형 메쉬들이 필요하다는 점, 

곡면을 구성하는 패치(patch) 사이의 연속성이 항

상 유지되어야 한다는 점 등을 들 수 있다. 

NURBS 곡면은 유연성이 좋고 다양한 형태의 

곡면 표현이 가능하기 때문에 본 연구에서는 비조

직화된 점군 정보로부터 NURBS 곡면 모델을 생

성하는 방법을 제안하였다. 점군의 기하학적 및 
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위상학적 정보를 근사하게 묘사할 수 있는 초기 

삼각형 기반 메쉬 모델(initial triangular base mesh 

model)을 생성하기 위해서 3 차원 완전 형상 복원 

방법(3,7)에서의 삼각형 메쉬화, 쉬링크 래핑 알고리

즘(shrink wrapping algorithm)
(4)

, 메쉬 최적화 등과 

같은 공정들을 도입해서 적용하였다. 그리고 점군

의 위상 정보를 잘 반영하는 적은 수의 곡면 패치

를 생성하기 위해서 요구되는 단순 삼각형 기반 

메쉬 모델(simplified triangular base mesh model)은 

QEM(Quadric Error Metrics) 알고리즘(5)을 이용한 

꼭지점 기반의 메쉬 간략화 기법(3)을 토대로 생성

하였고, 곡면 패치를 생성하기 위해서 필요한 사

각형 기반 메쉬 모델(quadrilateral base mesh model)

은 삼각형 메쉬의 조합 최적화(combinational 

optimization) 기법을 이용해서 단순 삼각형 기반 

메쉬 모델로부터 도출하였다. 특히 사각형 메쉬 

상에 균일하게 분포된 기반점(base point)들을 점군

에 적합시킴으로써 NURBS 제어점들을 생성하고, 

이웃한 패치 사이의 연속성을 보장할 수 있도록 

경계 영역에서의 제어점들을 조정함으로써 모든 

패치 사이에서 G
1 접 평면 연속성(tangent plane 

continuity)을 만족하는 NURBS 곡면 모델을 생성하

였다. 본 연구에서 제안한 NURBS 곡면 모델 생성 

방법의 유용성과 신속성은 치아 모델(teeth model), 

뼈 모델(ballJoint model)
(12)

 등에 대한 적용 결과를 

통해서 입증하였다. 

2. NURBS 곡면 생성 

2.1 초기 삼각형 기반 메쉬 모델의 생성 

본 연구에서 점군으로부터 생성하고자 하는 형

상 모델은 다각형 메쉬 모델이 아니라 자유 곡면 

모델의 하나인 NURBS 곡면 모델이기 때문에 점

군 형상을 매우 근사적으로 묘사하는 초기 삼각형 

기반 메쉬 모델을 얻는 과정에서는 3 차원 완전 

형상 복원 방법(3,7)의 전체 공정을 모두 적용할 필

요가 없다. 특히 초기 삼각형 기반 메쉬 모델을 

얻기 위해서는 3 차원 완전 형상 복원 방법에서의 

삼각형 메쉬화, 쉬링크 래핑 알고리즘, 그리고 메

쉬 최적화에 대한 공정만이 필요하며, 그 과정은 

다음과 같다. 

먼저 점군을 둘러싸는 직육면체 형태의 경계 상

자를 같은 크기의 복셀들로 분할한 후, 측정점을 

포함하는 외곽 복셀들의 바깥쪽에 위치하는 속이 

빈 복셀들을 모두 제거함으로써 점군 형태와 유사

한 초기 복셀 모델을 얻는다. 그리고 초기 복셀 

모델에서 이웃한 두 복셀들이 서로 공유하는 면들 

 

Fig. 1 Initial triangular base mesh model 

을 모두 제거함으로써 최외곽 복셀 면들로만 구성

되는 경계 복셀 모델을 생성한 후, 경계 복셀 모

델의 모든 사각형 면들을 2 개의 삼각형으로 분할

하여 삼각형 메쉬화를 수행하였다. 이러한 삼각형 

메쉬 모델에 대해서 쉬링크 래핑 알고리즘의 투영 

과정과 평탄화 과정을 적용하고, 메쉬 최적화 기

법을 통해서 Fig.1 과 같이 기하학적으로나 위상

학적으로 점군 형상을 근사하게 묘사하는 초기 삼

각형 기반 메쉬 모델을 도출하였다.  

2.2 단순 삼각형 기반 메쉬 모델의 생성 

점군의 위상 정보를 잘 반영하는 적은 수의 곡

면 패치를 생성하기 위해서 필요한 단순 삼각형 

기반 메쉬 모델은 초기 삼각형 기반 메쉬 모델에

서 축약 비용(contraction cost)이 작은 모서리를 제

거함으로써 메쉬 수를 줄이는 메쉬 간략화 과정을 

요구한다. 본 연구에서는 다음과 같이 QEM 알고

리즘을 이용한 꼭지점 기반의 메쉬 간략화 기법을 

적용하여 단순 삼각형 기반 메쉬 모델을 생성하였

다. 

QEM 알고리즘을 이용한 꼭지점 기반의 메쉬 간

략화 기법에서는 삼각형 메쉬의 기본 자승 오차

(fundamental error quadric)
(5)

 KP를 이용하여 모든 꼭

지점에 대한 자승 오차 QV 를 식 (1)와 같이 산출

한다. 

∑
∈

=
)( iPlane vP

Pv KQ
i

              (1) 

특히 식 (2)를 이용해서 모든 모서리의 축약 비용 

Ce 를 계산하고, 최소 축약 비용을 갖는 모서리와 

꼭지점 V
_

을 검색한 후 그 모서리를 제거하면 Fig. 

2 에서와 같이 메쉬 간략화가 이루어진다. 

vQQv
21 vv  )(  +=

T

eC            (2) 

 

Fig. 2 Edge contraction
(3)
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Fig. 3 Simplified triangular base mesh model 

이러한 메쉬 간략화 과정은 삼각형 메쉬의 수가 

원하는 곡면 패치 수의 2 배로 줄어들 때까지 반

복 수행하게 된다. Fig. 3 은 Fig. 1 의 초기 삼각형 

기반 메쉬 모델에 메쉬 간략화 과정을 적용해서 

생성한 단순 삼각형 기반 메쉬 모델을 보여준다. 

2.3 사각형 기반 메쉬 모델의 생성 

일반적으로 NURBS 곡면 패치를 구하기 위해서

는 메쉬의 사각화 과정이 필요하며, 삼각형 메쉬

로부터의 사각화 과정은 기본적으로 Fig. 4 에 제

시한 두 가지 패턴으로 진행된다. Fig. 4 의 사각화 

패턴 (a)는 삼각형 메쉬의 무게 중심과 세 모서리

의 중점에 새로운 꼭지점들을 삽입함으로써 하나

의 삼각형 메쉬가 세 개의 사각형 메쉬로 분할되

는 형태이며, 사각화 패턴 (b)는 인접한 두 삼각형 

메쉬가 하나의 사각형 메쉬로 통합되는 형태이다. 

만약 모든 삼각형 메쉬들이 사각화 패턴 (b)에 의

해서 사각형 메쉬로 완벽하게 조합된다면 패치 수

가 사각화 패턴 (a)를 이용하여 생성된 패치 수의 

1/6 로 크게 단축된다. 사각화 패턴 (a)는 알고리즘

이 단순하고 완벽한 사각화를 진행할 수 있다는 

장점이 있지만, 많은 수의 패치가 생성되기 때문

에 NURBS 곡면의 생성에 소요되는 시간이 증가

하고, 실제 CAD 프로그램에서 활용하기에 부적절

하게 된다.  

따라서 본 연구에서는 사각화 패턴 (b)를 적용

하여 단순 삼각형 기반 메쉬 모델에 대한 사각화

를 진행하였다. 특히 사각화 과정에서의 변형을 

최소화하기 위해서 모든 삼각형 메쉬의 모서리에 

대한 식 (2)의 축약 비용을 계산하고, 최대 축약 

비용을 갖는 모서리를 검색한 후 그 모서리를 공

유하는 두 삼각형 메쉬를 조합하는 방법으로 조합 

최적화를 수행하였다.  

짝수개의 삼각형 메쉬로 구성되는 단순 삼각형 

기반 메쉬 모델은 개념적으로는 모든 삼각형 메쉬

들이 사각화되어야 하지만, 실제적으로는 조합 최

적화의 조건 때문에 사각화를 이루지 못하는 독립

된 삼각형 메쉬들이 일부 존재하게 된다. 다양한 

 

Fig. 4 Quadrilateral patterns 

 

Fig. 5 Quadrilateral base mesh model 

모델들에 대한 실험 결과로부터 약 2% 정도의 독

립된 삼각형 메쉬가 존재하는 것으로 파악되었다. 

그리고 이러한 독립된 삼각형 메쉬는 NURBS 곡

면 모델 생성에 영향을 주지는 않는다. Fig. 5 는 

Fig. 3 의 단순 삼각형 기반 메쉬 모델에 대해서 

삼각형 메쉬의 조합 최적화 기법을 적용하여 생성

한 사각형 기반 메쉬 모델을 보여주고 있다. 

2.4 NURBS곡면 모델의 생성 

사각형 기반 메쉬 모델은 NURBS 곡면 패치를 

구성하기 위한 기반 모델이다. 그리고 NURBS 곡

면 패치는 식 (3)과 같이 표현된다. 

∑∑

∑∑
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= =
=
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jiljkiij
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여기서 m 은 v 방향의 꼭지점 수 – 1, n 은 u 방향

의 꼭지점 수 – 1, Qi,j는 (m+1)×(n+1) 배열의 꼭지

점 좌표, k 는 u 방향의 차수, l 은 v 방향의 차수, 

Ni,k(u)는 u 방향의 B-Spline 블렌딩 함수, Nj,l(v)는 v 

방향의 B-Spline 블렌딩 함수, 그리고 wi,j 는 꼭지

점 Qi,j의 가중값을 의미한다. 

식 (3)과 같이 표현되는 NURBS 곡면 패치를 구

성하기 위해서는 특성 다면체의 꼭지점을 산출할 

필요가 있다. 본 연구에서는 점군에 근사화한 곡

면 적합 결과를 도출하기 위해서 Fig. 6 과 같이 

사각형 메쉬 상에 균일하게 분포된 기반점들을 점

군에 적합시킴으로써 모든 사각형 메쉬에 대응되 
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Fig. 6 Base point distribution 

 

Fig. 7 Base point fitting based on point cloud 

 

Fig. 8 Initial control net 

는 패치의 초기 특성 다면체의 꼭지점들을 Fig. 7

과 같이 생성하였다. Fig. 8 은 이러한 개념을 이용

해서 생성한 초기 특성 다면체 모델을 보여주고 

있다. 

초기 특성 다면체의 꼭지점들을 곡면 패치의 제

어점으로 하여 식 (3)의 NURBS 곡면 패치를 구성

하면 인접한 패치들은 동일한 경계 모서리를 공유

하기 때문에 G
0
 단순 연속성(simple continuity)은 만

족하지만, G
1 접 평면 연속성은 만족하지 못한다. 

따라서 패치 사이의 G
1 접 평면 연속성을 보장하

기 위해서는 경계 영역의 꼭지점들을 조정하기 위

한 추가 작업이 필요하다.  

본 연구에서는 Fig. 9 와 같이 동일한 꼭지점을 

공유하는 모든 패치의 코너 영역의 꼭지점들을 이

용해서 국부 평면(local plane)을 구성하고, 코너 영

역의 꼭지점과 코너 꼭지점 자체를 국부 평면에 

투영하여 새로운 꼭지점을 생성하였다. 모든 패치

에 대해서 이러한 작업이 모두 완료되면, Fig. 10

에서와 같이 경계 모서리와 교차하면서 경계 꼭지 

  

Fig. 9 Tangent plane continuity at a corner between 

adjacent patches with same vertex 

 

Fig. 10 Tangential continuity on each boundary between 

two adjacent patches 

 

Fig. 11 NURBS surface model 

점을 끝점으로 하는 두 직선이 하나의 직선이 되

도록 모든 패치의 경계 모서리 상의 꼭지점들을 

조정한다. 그리고 식 (3)을 이용해서 NURBS 곡면 

패치를 생성하면, 모든 패치 사이에서 G
1 접 평면 

연속성이 만족되는 NURBS 곡면 모델이 생성된다. 

Fig. 11 은 본 연구에서 제안한 방법을 토대로 생

성한 NURBS 곡면 모델을 나타낸 것이다. 

3. 적용 사례 및 고찰 

본 연구에서는 3.4GHz 의 CPU 와 2GB 의 RAM

을 탑재한 Pentium IV 컴퓨터, Visual C++6.0, 

OpenGL 라이브러리 등을 이용해서 비조직화된 점

군으로부터 NURBS 곡면 모델을 생성하는 프로그

램을 개발하였다. 프로그램의 화면 구성 및 형태

는 Fig. 12 에 제시하였으며, 점군으로부터 NURBS

곡면을 생성하는 공정의 흐름은 Fig. 13 에서 볼 

수 있다. 

Fig. 11 의 치아 모델은 58,303 개의 측정점으로 

이루어진 점군을 이용해서 NURBS 곡면 모델을 
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Fig. 12 NURBS surface reconstruction program 

 

Fig. 13 NURBS surface reconstruction process 

생성한 예이며, 모델 생성 단계에서의 메쉬 수, 패

치 수 및 계산 시간은 Table 1 에서 볼 수 있다. 그

리고 Fig. 14 는 34,267 개의 측정점들로 이루어진 

뼈 모델(ballJoint model)의 점군을 이용해서 생성한 

NURBS 곡면 모델을 보여주고 있으며, 모델 생성 

단계에서의 메쉬 수, 패치 수 및 계산 시간은 

Table 2 에 제시하였다. 

본 연구에서 제안한 비조직화된 점군으로부터 

NURBS 곡면 모델을 생성하는 방법은 두 적용 사

례를 통해서 알 수 있듯이 많은 측정점으로 이루

어진 복잡한 형상의 점군에 대해서도 NURBS 곡

면 모델의 생성 시간이 짧은 것을 나타났다. 특히 

치아 모델과 같이 국부적으로 굴곡이 심하고 기하

학적 및 위상학적으로 복잡한 형상에 대한 점군으

로부터도 적은 수의 패치를 생성하고, G
1
 접 평면 

연속성을 만족하는 NURBS 곡면 모델을 신속하게 

생성할 수 있다는 사실을 확인하였다. 그리고 점

군 형상에 따라서 다소 차이는 있지만, 단순 삼각

형 기반 메쉬 모델을 생성하는 데 상대적으로 많

은 시간이 소요되고 있음을 알 수 있다. 이는 메

쉬 간략화를 위한 축약 비용의 산정과 축약 모서

리의 탐색에 대한 처리 시간이 상대적으로 길다는 

데 그 원인이 있다. 

 

Table 1 Surface reconstruction of a teeth model 

Model No. of mesh/patch Process time 

Initial triangular base mesh model 19,492  2.249 sec 

Simplified triangular base mesh model   400  8.906 sec 

Quadrilateral base mesh model 203  0.078 sec 

NURBS surface model 203  0.391 sec 

Total - 11.624 sec 

  

Fig. 14 NURBS surface reconstruction of a ballJoint 

model 

Table 2 Surface reconstruction of the ballJoint model 

Model No. of mesh/patch Process time 

Initial triangular base mesh model 11,302 1.421 sec 

Simplified triangular base mesh model 300 4.652 sec 

Quadrilateral base mesh model 154 0.047 sec 

NURBS surface model 154 0.079 sec 

Total - 6.199 sec 

4. 결 론 

본 연구에서는 비조직화된 점군 정보로부터 

NURBS 곡면 모델을 신속하게 생성하는 방법을 

제안하였고, 그 방법의 유용성은 적용 사례를 통

해서 입증하였다. 그리고 그 과정에서 얻은 결과

들을 정리하면 다음과 같다  

(1) 점군을 근사하게 묘사하는 초기 삼각형 기

반 메쉬 모델은 삼각형 메쉬화, 쉬링크 래핑 알고

리즘, 메쉬 최적화 등과 같은 공정들을 이용해서 

생성하였다.  

(2) 적은 수의 곡면 패치를 생성하기 위해서 요

구되는 단순 삼각형 기반 메쉬 모델은 QEM 알고

리즘을 이용한 꼭지점 기반의 메쉬 간략화 기법을 

토대로 생성하였다. 

(3) 곡면 패치를 생성하기 위해서 필요한 사각

형 기반 메쉬 모델은 삼각형 메쉬의 조합 최적화 

기법을 이용해서 도출하였다. 

(4) 사각형 메쉬 상에 균일하게 분포된 기반점

들을 점군에 적합시킴으로써 NURBS 제어점들을 

생성하고, 이웃한 패치 사이의 연속성을 보장할 

수 있도록 경계 영역에서의 제어점들을 조정함으

로써 모든 패치 사이에서 G
1 접 평면 연속성을 만 
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족하는 NURBS 곡면 모델을 생성하였다. 

(5) 본 연구에서 제안한 NURBS 곡면 모델 생성 

방법은 단순 삼각형 기반 메쉬 모델을 생성하는 

과정에서 요구되는 메쉬 간략화를 위한 축약 비용

의 산정과 축약 모서리의 탐색에 소요되는 처리 

시간이 상대적으로 긴 것으로 나타났다. 
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