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Abstract 

A new level set based topology optimization employing inner-front creation algorithm is presented. In the conventional level set 

based topology optimization, the optimum topology strongly depends on the initial level set distribution due to the incapability of 

inner-front creation during optimization process. In the present work, an inner-front creation algorithm is proposed, in which the 

sizes, positions, and number of new inner-fronts during the optimization process can be globally and consistently identified. To 

update the level set function during the optimization process, the least-squares finite element method is employed. As demonstrative 

examples for the flexibility and usefulness of the proposed method, the level set based topology optimization considering lightweight 

design of 3D shell structure is carried out.
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1. 서 론 

균질화법과 밀도법에 근거한 기존의 위상최적화 
방법에서 벗어나 설계 영역 내에 존재하는 재료의 
경계를 다루거나 추출하는데 레벨셋 방법을 
이용하여 구조물의 최적형상을 찾는, 레벨셋 
위상최적화가 Sethian과 Wiegmann1에 의해 처음 
제안되었다. 이 논문에서 저자들은 구조물의 
변형에 관한 평형 방정식과 경계의 개선을 위한 
레벨셋 방정식을 모두 유한차분법을 이용하여 
계산하였다. 이 후로 구조문제를 유한요소법을 
이용하며 레벨셋 방정식은 유한차분법을 적용하는 
예제들이 Allaire2와 Wang3에 의해 각각 
제시되었으며 이차원과 삼차원 구조물의 
최적설계에 적용되었다. 하지만 이러한 기존의 
레벨셋을 이용하는 위상최적화 방법들은 현재 
상태에서 구조물 경계에서의 형상민감도을 
이용하였기 때문에 균질화법이나 밀도법을 
이용하는 위상최적화와 같이 설계 과정 중에 
새로운 내부 경계가 생기는 위상의 변화가 이루어 
지지 않았다. 즉, 형상민감도를 이용하는 레벨셋 
위상최적화는 초기에 사용자가 초기에 내부 
경계를 적절히 생성시키지 않으면 원하는 위상의 
변화를 동반할 수 없게 된다. 이는 또한 초기에 
생성시킨 내부 경계의 개수에 따라 최적의 형상이 
바뀌는 문제점을 안고 있다. 이와 같은 문제점을 
해결하기 위한 시도로서 설계영역 내에 새로운 
내부 경계의 생성여부를 판단하기 위해 
추가적으로 위상민감도 (topological sensitivity or 
topological derivative)를 도입하는 연구가 진행된 
바 있다.4,5 이 방법에서는 일정 축차수마다 현재 
상태의 구조물의 형상에 대해 위상민감도 해석을 
수행하여 내부 경계가 생성될 부분을 찾고 유한한 
크기의 내부 경계를 생성시키도록 하였다. 
형상민감도만을 이용하는 기존의 레벨셋 
위상최적화 방법에 비해 축차의 중간 과정에서 
내부 경계가 생성될 수 있어 엄밀한 의미에서의 
위상의 변경을 가져올 수 있으나 임의성의 강한 
내부 경계 크기와 횟수 등의 사용자가 지정해 
주어야 하는 값에 따라 전혀 다른 형상으로 
수렴해 가는 문제점을 안고 있다. 따라서 본 
연구에서는 앞서 언급한 레벨셋 위상최적화 
방법과 달리 구조물이 가지고 있는 에너지 값을 
기준으로 상대적으로 낮은 값을 갖는 영역을 
주어진 하중에 대해 비효율적인 부분으로 
간주하여 이 영역에 새로운 내부 경계를  
생성시키는 알고리즘을 제안한다. 검증예제를 
통하여 제안된 알고리즘의 위상변화에 대한 
유연성 등을 확인하고자 한다. 

2. 레벨셋 방법 

2.1  기본 개념 
레벨셋 방법은 파랑, 화염 그리고 변형하는 재

료의 진전부와 같이 시간에 따라 변화하는 경계

를 기술하고 찾아내기 위해 Osher와 Sethian6이 
제안한 방법이다. 기본적인 개념은 고차원 상에 
정의되는 내연적인 함수의 등위선 (삼차원의 경
우 등위면)을 이용하여 경계선 (경계면)으로 설정

하고 시간에 따른 변화를 표현하게 된다. 등위선 
혹은 등위면의 집합을 구성된 고차원의 함수를 
레벨셋 함수라 하고 다음의 해밀턴-자코비 방정

식의 일종인 레벨셋 방정식을 계산함으로써 진전

시키게 된다. 
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식(1)에서 보는 바와 같이 레벨셋 방정식은 
레벨셋 함수를 이미 정의된 속도의 방향으로 그 
크기만큼 시간에 따라 이동시켜 경계를 진전하게 
한다. 수치해석의 측면에서는 초기에 주어진 
레벨셋 함수에 대하여 시간의존 문제를 
계산함으로써 매 시간마다 경계의 진화를 얻게 
된다. 위상최적화에 있어서 이러한 레벨셋 함수가 
설계 구조물의 경계를 표현하며, 따라서 최적화 
과정의 설계변수가 된다. 또한 다음의 조건식을 
이용하여 위상최적화를 수행할 때 임의의 시간에 
서의 재료 존재영역과 공극영역, 그리고 경계를 
구분지어 표현할 수 있다. 
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Fig. 1 은 레벨셋 함수값에 의한 부호값의 분포를 
나타내며 각 레벨셋 함수값의 분포에 따라 나타나

는 재료 존재영역, 공극 영역 그리고 경계를 표현

하고 있다. 수학적 편의를 위해 레벨셋 함수값에 
의해 표현되는 재료 존재영역과 공극영역을 다음

의 헤비사이드 함수를 이용하여 나타낼 수 있다. 
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(a) Sign of level set function values 

 
(b) Material domain, void domain and boundary 

Fig. 1 Domains and boundary depicted by level set 
function values 

 
2.2  최소제곱 유한요소 수식화 
기존의 레벨셋 방법과 관련한 연구에서는 식

(1)의 레벨셋 방정식을 풀기 위한 수치해석 방법

으로서 ENO (essentially non-oscillatory)7 혹은 
WENO (weighted ENO) 7 등의 유한차분법에 근거한 
알고리즘이 적용되었다. 하지만 이러한 방법들은 
해석영역의 형상이나 경계조건이 복잡하게 되는 
경우 적용에 한계가 있기 때문에 본 연구에서는 
유한요소법에 근거한 최소제곱 유한요소법8을 적
용하였다. 식(1)의 최소제곱 유한요소 수식화 과정

은 다음과 같다. 우선 식(1)을 시간과 공간 미분항

으로 각각 분리한 후 후방차분법을 적용하면 다음

과 같이 나타낼 수 있다. 
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식 (5)를 행렬식 형태로 표현하면 다음과 같다. 
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시험함수 을 이용하여 식(6)에 최소제

곱 유한요소 수식화를 수행하면 다음의 최종적인 
행렬식을 얻을 수 있다. 
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3. 내부 경계 생성 알고리즘 및 최적화 

문제 수식화 

기존의 레벨셋 위상최적화의 경우 초기의 레벨

셋 함수의 분포에 따라 수렴된 최적해가 상당히 
의존하는 경향을 가지고 있다. 예로서 Fig. 2 는 초
기에 설계영역 전체에서 레벨셋이 존재하는 경우 
기존의 레벨셋 위상최적화의 수렴과정을 보여준다. 
Fig. 2 에서 보는 바와 같이 초기에 내부 경계가 
존재하지 않는 경우 기존의 형상최적설계와 같이 
경계만 변할 뿐 설계영역 가운데에 새롭게 내부 
경계가 생성되지 않는 경향을 보인다. 본 연구에

서는 기존의 레벨셋 위상최적화의 이러한 단점을 
보완하고 개선하기 위해 새로운 개념으로서 내부 
경계 생성 맵을 도입하여 이러한 한계점을 극복하

고자 한다. 

   
(a) Design problem       (b) Initial level set 

   
 (c) Intermediate level set  (d) Converged level set 

 
Fig. 2 Motivating example – results of conventional 

level set based topology optimization  

3.1 내부 경계 생성 맵 
레벨셋 위상최적화를 수행하는 과정에서 임의의 

축차과정에서 응력이나 변형률 혹은 탄성 에너지 

밀도의 분포는 레벨셋의 분포와 밀접한 관계를 

가지고 있다. 즉, 레벨셋이 양의 값을 가지는 

영역 내에서 재료가 존재하게 되므로 최적화 

과정에 필요한 선행 해석은 이러한 재료 존재영역 

내에서의 정적 평형방정식을 고려하게 된다. 본 
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연구에서는 경계를 표현하는 레벨셋값의 분포와 

탄성 에너지 밀도의 분포를 비교하여 내부 경계가 

생성될 수 있는 영역을 조사하고 이를 이용하여 

새로운 내부 경계를 생성시킬 수 있는 내부 경계 

생성 맵을 구성하였다. 내부 경계 생성 맵을 

생성하기 위해 레벨셋의 분포를 개선하는 레벨셋 

방정식을 풀기 전, 선형 탄성문제의 평형방정식을 

계산하여 탄성 에너지의 분포를 구한다. 계산된 

탄성 에너지 밀도 분포를 +1 과 -1 의 값을 갖는, 

일정 영역에서 균일한 값을 갖도록 재생성 시킨다. 

이 과정을 수식으로 정리하면 다음과 같이 표현할 

수 있다. 임의의 점 에 대해 다음의 

부피적분을 정의한다. 
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식(8)을 이용하여 와 현재의 레벨셋 함수의 

분포로부터 계산되는 재료존재영역의 면적 (혹은 
부피)이 동일하게 되는 위치에 대해 다음의 내부 

경계 생성 맵을 구성할 수 있다. 
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새로운 레벨셋 함수를 얻기 위한 과정은 다음의 

식으로 표현 가능하다. 
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따라서 상기의 방법으로 레벨셋 함수는 재구성된 

새로운 위상 (내부 경계)의 분포에 대하여 최적화 

축차과정 중에 개선된다. 이 때 재구성된 레벨셋 

함수는 경계부근에서 급격하게 증가 혹은 

감소하는 값의 분포를 가질 수 있게 된다. 본 

연구에서는 이를 개선하기 위해 레벨셋 함수의 

분포에 있어서 형상을 보다 부드럽게 하기 위해 

경계완화 (boundary smoothing)를 위한 필터링 

과정을 수행하였다. 경계완화를 위한 필터링 

과정에서는 주로 영상처리분야에서 많이 사용되고 

있는 경계완화 편미분 방정식9을 적용하였다. 본 

연구에서 사용된 경계완화 편미분 방정식은 

다음과 같다. 
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3.2 컴플라이언스 최소화 수식화 
레벨셋 함수의 분포를 고려한 선형 탄성문제는 

다음과 같이 정의할 수 있다. 
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( , ) ( )

( ) ( ) ( )

T
u v

T T

a u v H E d

l v H h vd H f vd

φ

φ

φ ε ε

φ φ

Ω

Γ Ω

= Ω

= Γ + Ω

∫
∫ ∫

  (13) 

최적화 과정에 사용되는 재료제한조건을 고려한 
컴플라이언스 최소화 문제는 다음과 같다.  

DES

DES

OBJ

VOL V TOT

Minimize  F ( )

Subject to  H ( )

T
u uH E d

H d V

Ω

Ω

= Ω

= Ω ≤ ⋅

∫
∫

φ ε ε

φ ξ
  (14) 

위의 수식과 같이 제한조건이 있는 문제의 경우 
라그랑지 승수를 이용하여 다음 식(13)과 같이 쓸 
수 있다. 

( )
DES

LAG V( ) ( )T
u uL H E H d

Ω
⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∫ φ ε ε λ φ ξ Ω

   (15) 

3.3 설계 민감도 및 레벨셋 방정식의 구성 
3.2 절에서 언급한 바와 같이 재료제한조건을 

포함하는 컴플라이언스 최소화 문제에 있어서 

설계변수인 레벨셋 함수값의 미소변화량에 대한 

형상민감도는 다음의 식으로 표현된다. 

OBJ OBJ VOL

u

F F HL
uψ ψ ψ

λ
φ φ

∂ ∂ ∂∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂φ
 (16) 

특별히 본 연구에서 이용되는 형상민감도에 관한 
식은 Haug et al.10에 근거하여 기술한다. 식(14)의 
첫번째 항은 다음의 수반방정식을 이용하여 표현 
가능하다. 

{ }
DES

TRAC

OBJ ( )

( )              

T T

u

T
u u

F f u h u
u

E d d
n

Ω

Γ

∂ ⎡= +⎣∂
∂⎤− Ω + Γ⎦ ∇ ∂

∫

∫

δ φ κ

δ φ φε ε ψ ψ
φ

  (17) 

식 (14)의 두번 째, 그리고 세번 째 항은 다음과 

 
357



같이 간단히 나타낼 수 있다. 

 
DES

OBJ ( ) T
u u

F E d
ψ

δ φ ε ε ψ
φ Ω

∂
=

∂ ∫ Ω   (18) 

 
DES

VOL ( )H d
ψ

δ φ ψ
φ Ω

∂
= Ω

∂ ∫    (19) 

여기서 최적해에 관한 KT(Kuhn-Tucker) 조건을 식
(15)에 적용할 경우 경계적분항은 사라지게 된다. 
따라서 식(15)와 식(16), 그리고 식(17)로부터 최종

적인 라그랑지 범함수에 관한 형상민감도는 다음

과 같다. 

 
DES

( )L dφ
ψ

δ φ λ ψ
φ Ω

∂ ⎡ ⎤= Μ +⎣ ⎦∂ ∫ Ω   (20) 

여기서 T Tf u hφ κΜ = + u  

형상민감도와 레벨셋 방정식과의 연결에 관해 살
펴보기 위해 다음과 같이 정의된 형상변형 과정에 
관한 테일러 전개를 고려하자. 

 [ ]0 SVVτ τΩ = Ω − Ω0   (21) 

이 때 형상변형에 관한 속도장에 해당하는 를 
다음과 같이 정의한다. 

SDV

 SVV φ λ ψ⎡ ⎤= Μ +⎣ ⎦    (22) 

형상변형에 관한 속도장을 식(19)와 같이 정의할 
때, 다음과 같이 최적화 과정 중 라그랑지 범함수

의 감소가 보장된다. 즉, 

0 0

2 2
LAG LAGL L

τ
φτ λ ψ

Ω Ω Ω
⎡ ⎤= − Μ +⎣ ⎦∫ dΩ   (23) 

따라서 본 연구에서 식(20)에서 정의된 속도장 레
벨셋 방정식의 속도항으로 고려하여 매 시간 축차 
과정에서 최적의 위상과 형상을 찾는 위상최적화

를 수행할 수 있게 된다. 

4. 적용예제 

4.1 강철 덱 경량화 설계 
최적화 과정에 관한 흐름도를 Fig. 3 에 나타내

었다. 흐름도로부터 알 수 있듯이 가장 먼저 선형 
탄성문제에 관한 문제를 먼저 정의한 후 레벨셋 
개선과 최적화에 필요한 목적함수 및 민감도의 해
석을 차례로 수행한다. 내부 경계 생성 맵은 레벨

셋 값을 개선하는 과정에서 적용된다. 제안된 내
부 경계 생성 알고리즘을 이용한 레벨셋 위상최적

화의 예제로서 강철 덱의 경량화 설계를 고려하였

다. 적용예제에 사용된 모델의 기하학적 형상은 
Fig. 4 와 같다. 2500 개의 이차원 선형 쉘 요소를  

 

 
Fig. 3 Flowchart of optimization procedure 

 
Fig. 4 Geometry of steel deck 

 
사용하여 설계영역을 분할하였으며 변형해석은 평
면응력상태를 가정하였다. 해석 및 설계에 적용된 
변수 및 조건을 Table 1 에 나타내었다. Fig. 5 는 최
적화 중간과정에서 얻어진 형상과 수렴된 최적해

를 나타낸다. Fig. 5 에서 보는 바와 같이 최적화 
과정 중 새로운 내부 경계가 생성되는 것을 확인

할 수 있다. Fig. 6 은 단조함수의 특징을 갖는 목
적함수의 변화를 보여준다. 
 

Table 1 Design parameters 

Design 
condition Specified data 

Geometry L=1.2m, LS=20cm, LH=11cm, 
LT=1mm 

Mesh 2500 Linear Quadrilateral  
Shell Element 

Material Steel ( E =200GPa,ν =0.3) 

Applied load P1=10kN, P2=20kN, P3=1kN 

Volume ratio 30% 
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(a) Initialization           (b) Iteration No. 10 

 
(c) Iteration No.60   (d) Iteration No. 121: Optimum 

 
Fig. 5 Optimization history 

 

 
Fig. 6 Optimization history of objective function  

5. 결 론 

기존의 레벨셋 위상최적화 방법에서는 최적화의 

중간과정에서 형상민감도를 사용하여 레벨셋 

함수값을 개선하기 때문에 균질화법과 밀도법에 

근거한 기존의 위상최적화와 같은 내부 경계의 

생성을 동반한 위상 변화가 이루어질 수 없었다. 

따라서 본 연구에서는 최적화 축차과정에서 선행 

해석에서 얻어진 탄성 에너지 밀도값을 바탕으로 

내부 경계가 생성될 수 있는 부분에 내부 경계 

생성 맵을 구성하고 이를 현재 상태의 레벨셋 

함수와 함께 고려하여 새로운 내부 경계영역을 

생성시켜 엄밀한 의미에서의 레벨셋 위상최적화를 

수행하였다. 예제에서는 삼차원 쉘 구조물의 
위상최적설계에 제안된 방법을 적용하여 

최적형상을 도출할 수 있었다. 적용과정 및 

최종적인 결과로부터 제안된 알고리즘이 적절히 

작동하고 있으며 동시에 내부 경계가 초기에 전혀 

주어지진 않은 경우에 있어서도 수렴된 

최적해에서는 새로운 내부 경계가 생성됨을 

확인할 수 있었다. 따라서 본 연구에서 제안한 

내부 경계 생성 알고리즘을 이용한 레벨셋 

위상최적화가 초기의 내부 경계에 둔감하게 

최적해의 수렴성을 가져올 수 있음을 확인하였다. 

향후 추가적으로 다양한 분야에 있어서 제안된 

레벨셋 위상최적화 방법을 적용함으로써 그 

유용성을 확인하고자 한다. 
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