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Abstract: For scaling of the gradient of misfit function, we develop a new pseudo-Hessian 

matrix constructed by combining amplitude field and pseudo-Hessian matrix. Since pseudo-

Hessian matrix neglects the calculation of the zero-lag auto-correlation of impulse responses in 

the approximate Hessian matrix, the pseudo-Hessian matrix has a limitation to scale the gradient 

of misfit function compared to the approximate Hessian matrix. To validate the new pseudo-

Hessian matrix, we perform frequency-domain elastic full waveform inversion using this 

Hessian matrix. By synthetic experiments, we show that the new pseudo-Hessian matrix can 

give better convergence to the true model than the old one does. Furthermore, since the 

amplitude fields are intrinsically obtained in forward modeling procedure, we do not have to 

pay any extra cost to compute the new pseudo-Hessian. We think that the new pseudo-Hessian 

matrix can be used as an alternative of the approximate Hessian matrix of the Gauss-Newton 

method. 

Keywords: gradient of misfit function, new pseudo-Hessian, amplitude field, elastic full 

waveform inversion, impulse response, frequency-domain 

 

1. 서론  

탄성파 파형역산에서 가장 어려운 문제는 많은 계산 시간을 요구하는 목적함수의 

그래디언트 (gradient)와 헤시안 (Hessian) 행렬을 구하는 것이다. Pratt et al. (1998)은 

Gauss-Newton 방법과 full Newton 방법의 헤시안 행렬을 통해서 목적함수의 

그래디언트를 적절히 표준화 (normalizing) 할 수 있음을 보였다. 그러나 Gauss-Newton 
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방법과 full Newton 방법의 장점에도 불구하고 Jacobian 행렬을 구하는데 많은 시간과 

비용이 소모되므로 이러한 방법이 널리 이용되고 있지는 못하였다. 한편 목적함수의 

그래디언트를 효과적으로 구하기 위해서 역전파 알고리즘이 지금까지 널리 이용되어 

왔다 (Lailly, 1983; Tarantola, 1984; Pratt et al., 1998; Choi et al., 2005; Shin and Min, 2006). 

역전파 알고리즘을 이용하면 직접 Jacobian 행렬을 구하지 않고도 목적함수의 

그래디언트를 구할 수가 있어 매우 효율적이다. 그런데 이런 역전파 알고리즘을 

이용하는 파형역산에서 Gauss-Newton 방법과 full Newton 방법을 이용하는 것은 다시금 

Jacobian 행렬의 계산을 요구하므로 그 효율성이 상실되게 된다. 

본 논문에서는 역전파 알고리즘을 이용하는 주파수영역 완전 탄성파 파형역산에서 

목적함수의 그래디언트를 효과적으로 표준화하기 위해 향상된 슈도-헤시안 행렬 (new 

pseudo-Hessian matrix)을 제안하였다. 향상된 슈도-헤시안 행렬은 Shin et al. (2001)이 

제안한 슈도-헤시안 행렬을 향상 발전시킨 것이다. 슈도-헤시안 행렬은 Gauss-Newton 

방법의 근사된 헤시안 행렬에서 그린 함수 (Green function)의 영점 자기 상관 (zero-lag 

auto correlation)의 항을 제외함으로써 구성되었다. 그린 함수의 영점 자기 상관을 계산 

하기 위해서는 많은 시간과 비용이 필요하므로, 이를 제외하였을 때 헤시안 행렬을 

빠르게 계산할 수 있지만 영점 자기 상관이 가지는 지형 보정효과를 잃게 되어 기존의 

헤시안 행렬에 비해서 정확성에 한계를 가지게 된다. 이러한 슈도-헤시안 행렬의 한계를 

해결하기 위해서 기존의 슈도-헤시안 행렬에 그린 함수의 진폭 (amplitude)을 포함시켜서 

향상된 슈도-헤시안 행렬을 구성하였다. 그린 함수의 영점 자기 상관을 계산하는 데는 

많은 시간과 비용이 요구되지만, 그림 함수의 진폭은 파형역산의 모델링과정에서 

기본적으로 구하여지기 때문에 그 계산이 매우 효율적이며, 또한 그린 함수의 영점 자기 

상관과 비슷한 지형 보정효과를 가지고 있기에 정확한 파형역산 결과를 제공할 수 있게 

된다. 

본 논문에서는 먼저 주파수 영역에서의 파형역산 기법을 개괄적으로 살펴보고, 다음으로 

가상 음원 행렬 (virtual source vector)와 그린함수의 진폭으로부터 향상된 슈도-헤시안 

행렬을 구성하는 방법에 대해서 살펴보았다. 본 논문에서 제시한 향상된 슈도-헤시안 

행렬을 검증하기 위해서 Marmousi-2 synthetic data 에 대해서 적용한 결과를 gradient 

방법과 기존의 pseudo-Hessian 행렬을 이용하였을 때의 결과와 비교하였다. 

 

2. 이론  

2.1. 목적함수의 그래디언트 계산 
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유한요소법을 이용한 주파수 영역 탄성파 파동방정식은 다음과 같이 하나의 행렬식으로 

표현된다 (Zienkiewicz and Taylor, 2000). 

ˆˆ =Su f ,                                                 (1) 

여기서 S 는 복소 임피던스 행렬, ( )ˆ T=u u v 는 변위 벡터, ( )ˆ 0 T=f f 는 음원 벡터이다. 

파형역산을 위한 목적함수 (objective function)는 실제 관측자료 ( d )와 모델링 자료 ( u )의 

잔차의 l2-norm으로 정의 되며 다음과 같다. 

( ) ( )*1
2

T

s
E ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ u d u d ,                                    (2) 

여기서 *와 T 는 각각 복소켤레 (complex conjugate)와 행렬의 전치 (transpose), s 는 

송신원의 번호를 나타낸다. 역전파 알고리즘을 이용하여 목적함수의 그래디언트를 

다음과 같이 효과적으로 구할 수 있다. 

( ) ( )*1Re
T

k
sk

E
p

−∂ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∂ ∑ vf S u d ,                                (3) 

여기서 ( ) ˆk kp= − ∂ ∂vf S u  이다. 식 (3)에서, ( )*1− −S u d 는 잔차 벡터의 역전파를 의미하며 

목적함수의 그래디언트는 역전파된 파동장과 가상음원 벡터의 컨볼루션으로 

구하여진다. 이는 역시간 구조보정의 수학적 알고리즘과 동일한 것이다. 

 

2.2. 향상된 슈도-헤시안 행렬의 구성 

Pratt et al. (1998)는 gradient 방법에 비해서 수렴성이 더욱 좋은 결과를 제공할 수 있는 

Gauss-Newton 방법과 full Newton 방법을 제안하였다. 그러나 이 두가지 방법에서는 직접 

Jacobian 행렬을 구하여야 하기 때문에 그 계산 시간과 비용이 거대해 진다. full Newton 

방법과 Gauss-Newton 방법에서 구성되는 헤시안 행렬은 순서대로 다음과 같다. 

{ }* * * *

1 2

Re Re
T T T

T

npp p p
δ δ δ

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪= + ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

J J JJ J d d dH L                        (4) 

{ }*Re T
a =H J J ,                                                                (5) 

여기서 J 는 Jacobian 행렬, δd 는 잔차 벡터를 나타낸다. 식 (4)의 오른쪽에서 두번째 항은 

계산하는데 너무 많은 시간이 걸리므로 여기서는 식 (5)의 근사된 행렬만을 다룬다. 식 

(5)는 다음과 같이 표현할 수 있다. 

** *

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
Re

T

a
np npp p p p p p

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭

u u u u u uH L L .                 (6) 

식 (6)은 행렬의 대각성분이 큰 값을 가지고 나머지 성분은 아주 작은 값을 가지게 된다. 
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따라서 식 (6)은 대각성분만으로 근사할 수 있으며, 이 대각 성분은 가상음원 벡터를 

이용하여 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* * * * * *1 1 1 1 1 1
1 1 2 2Re

T T T T T T

a np npdiag − − − − − −= v v v v v vH f S S f f S S f f S S fL .            (7) 

Shin et al. (2001)은 ( ) ( )*1 1T− −S S 를 계산하는 데는 너무 많은 시간이 걸리므로 식 (7)에서 

( ) ( )*1 1T− −S S 를 제외하고 가상 음원만을 이용하여 슈도-헤시안 행렬을 구성하였다. 그러나 

( ) ( )*1 1T− −S S 는 지형보정의 역할을 하기에 이를 제외하면 그래디언트를 표준화하는데 

한계를 가질 수 밖에 없다. 따라서 본 연구에서는 기존의 슈도-헤시안 행렬만큼 

효율적으로 계산되며, ( ) ( )*1 1T− −S S 에 의한 지형보정 효과를 보완할 수 있는 향상된 슈도-

헤시안 행렬을 구성하였다 (new pseudo-Hessian matrix). 우리는 먼저 Kirchhoff 타입의 

구조보정에서 그린 함수의 진폭이 지형 보정의 역할을 함을 응용하였다 (Shin et al., 2002). 

본 연구에서는 그린 함수의 진폭을 ( ) ( )*1 1T− −S S 의 대용으로 이용하였다. 모든 송신원에 

대해서 합쳐진 그린 함수의 진폭은 다음과 같다. 

( ) ,1 ,2 ,
1 1 1

Re
ns ns ns

i i i n
i i i

diag g g g
= = =

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑ ∑A L ,                        (8) 

여기서 ,i jg 는 i 번째 송신원에 대한 j 번째 지점에서의 그린함수를 나타내며, ns 는 

송신원의 개수를 나타낸다. 본 연구에서는 일반 탄성파 탐사에서와 같이 ns 개의 

송시원이 지표에만 배열되어 있다고 가정하였다. 이와 같은 그린 함수는 파형역산의 

모델링 과정에서 자동으로 구하여지기 때문에 식 (8)를 계산하는 데는 여타의 계산 

비용이 들어가지 않는다. 최종적으로 향상된 슈도-헤시안 행렬은 식 (7)의 ( ) ( )*1 1T− −S S 를 

식 (8)로 대체함으로 구성되며 다음과 같다. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* * *

_ 1 1 2 2Re
T T T

new p np npdiag = v v v v v vH f A f f A f f A fL ,                (9) 

여기서 A 는 대각성분만 값을 가지고 나머지는 0인 행렬이다. 이를 이용하여 최종적으로 

표준화된 그래디언트 벡터는 다음과 같이 표현된다. 

( ) ( )
{ }

*1

_

Re

Re

T

s

new p
s

diagω

δ
γ

−⎛ ⎞⎡ ⎤−⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦
= ⎜ ⎟

⎡ ⎤+⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
∑

∑

vF S u d
p

H I
.                              (10) 

 

3. 수치 예제 

본 논문의 파형역산 알고리즘을 탄성매질의 Marmousi-2 (Martin et al., 2002) 인공합성 
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자료에 대해서 적용 함으로서 그 타당성을 검증하였다. 인공합성자료는 Clayton and 

Enquist (1977)의 흡수경계조건이 포함된 주파수 영역 유한요소 모델링 방법에 의해서 

생성되었다. Fig. 1. 은 물층이 제거되고 좌우의 일정부분이 제외된 Marmousi-2 

탄성매질의 P파 속도와 밀도를 보여주고 있다. 제한된 논문 길이로 인해 이후 S파 

속도모델의 도식은 생략한다. Marmousi-2 모델의 좌우 거리는 각각 9.2 km, 3.04 km 이며, 

수진기는 지표에 그리드 간격으로 배열되었고, 송신원은 그리드 간격의 452개가 수직 

성분으로만 주어졌다고 가정하였다. 송신원의 최고 주파수는 10 Hz, 수진기의 자료 기록 

시간은 6초로 하였다. Fig. 2. 는 파형역산을 위한 초기 속도모델로서 깊이에 따라 그 값이 

선형적으로 증가하는 모델이다. 초기 송신파형은 시간 0에서의 델타 함수로 잡았다. Fig. 

3.은 유한요소 모델링에 의한 인곱합성 자료의 예제로서 송신원은 지표의 4km 지점에 

위치하고 있다. 

(a)     (b) 

Fig. 1. True (a) P-wave velocity and (b) density of the Marmousi-2 elastic model used for 

waveform inversion. 

(a)     (b) 

Fig. 2. Initial (a) P-wave velocity and (b) density used for waveform inversion having linearly 

increasing values with depth 

(a)             (b) 

Fig. 3. Synthetic (a) horizontal displacement and (b) vertical displacement seismograms 

measured on the surface for waveform inversion. 
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Fig. 4. 는 각각 gradient 방법, 기존의 슈도-헤시안, 그리고 향상된 슈도-헤시안 행렬을 

이용하였을 때 500번째까지 역산한 P파 속도와 밀도 모델이다. Fig. 4. 로부터 gradient 

방법은 매우 낮은 심도까지만 역산이 되며, 기존의 슈도-헤시안, 그리고 향상된 슈도-

헤시안 행렬을 이용하였을 때는 실제 모델에 거의 근접해 감을 알 수 있다. 이로부터 

파형역산에서 표준화 (normalizing) 의 중요성을 알 수 있다. 한편 심도가 매우 깊은 곳 

(reservoir) 에서는 향상된 슈도-헤시안 행렬을 이용하였을 때의 역산된 모델이 기존의 

슈도-헤시안 행렬을 이용하였을 때보다 실제보델에 더 근접해감을 볼 수 있다. 

 (a)    (b) 

(c)     (d) 

(e)     (f) 

Fig. 4. Inverted (a, c, e) P-wave velocity and (b, d, f) density models at the 500th iteration by 

using (a, b) the gradient method, (c, d) the pseudo-Hessian, and (e, f) the new pseudo-Hessian, 

respectively. 

 

역산된 모델을 정량적으로 비교하기 위해서, 역산된 P파 속도와 밀도 모델의 3 km 와 6 

km 지점에서 심도에 따른 프로파일을 비교해 보았다 (Fig. 5.). Fig. 5. 에서 천부층에서의 

P파 속도 모델의 경우에는 두 가지 행렬 모두에서 실제 모델을 근접하게 찾아감을 볼 수 

있다. 반면, 심부층의 P파 속도 모델에서는 향상된 슈도-헤시안 행렬을 이용하였을 때, 

기존의 슈도-헤시안 행렬을 이용하였을 때보다, 더욱 실제 모델에 근접하여 감을 볼 수 

있다. 밀도 모델의 경우에는 P파 속도 모델만큼은 실제 모델에 근접하지 않음을 알 수 

있다. 그럼에도 향상된 슈도-헤시안 행렬을 이용하였을 때, 기존의 슈도-헤시안 행렬을 
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이용하였을 때보다, 심부층에서 실제 밀도 모델을 더욱 근접하게 찾아감을 볼 수 있다. 

 

(a)     (b) 

(c)     (d) 

Fig. 5. Depth profiles of the true model and the 500th inverted model when using the pseudo-

Hessian and the new pseudo-Hessian, respectively, at the distances of (a, c) 3 km and (b, d) 6 

km: (a, b) P-wave velocity model and (c, d) density model. 

 

4. 결론 

주파수 영역 탄성파 파형역산에서 목적함수의 그래디언트를 더욱 효율적이며 정확하게 

표준화하기 위해서 향상된 슈도-헤시안 행렬을 구축하였다. 이 행렬은 Shin et al. (2001)이 

제안한 기존의 슈도-헤시안 행렬을 변형하여 그 정확성을 향상시킨 행렬이다. 기존의 

슈도-헤시안 행렬은 근사된 헤시안 행렬에서 그린함수의 영점 자기 상관을 제거하였기에 

목적함수의 그래디언트를 정확히 표준화 하는 데에 한계가 있을 수 밖에 없다. 본 

연구에서는 기존의 슈도-헤시안 행렬에 그림함수의 영점 자기상관 대신에 그린 함수의 

진폭장을 포함시킴으로서 향상된 슈도-헤시안 행렬을 구축하였다. 그린함수의 진폭장은 

파형역산의 모델링 과정에서 자동으로 계산되는 것이기에 더 이상의 계산 시간과 비용이 

요구되지 않는 장점이 있다. 수치 예제를 통해서 향상된 슈도-헤시안 행렬을 이용하면 

기존의 슈도-헤시안 행렬을 이용하였을 때보다 더 실제 모델에 근접한 결과를 제공함을 

볼 수 있었다. 향상된 슈도-헤시안 행렬은 파동방정식 구조보정에도 효과적인 표준화 

방법으로 이용될 수 있을 것이다. 
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