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Abstract: Classical full waveform inversion for velocity estimation defines the objective 

function as the 2l -norm of differences between the modeled and the observed wavefields. 
Although widely used, the results of this method have been less than satisfactory. A moderate 
improvement of this method is to define the objective function as the 2l -norm of differences 
between the logarithms of the modeled and observed wavefields.  
In this paper we propose new objective functions of waveform inversion. They produce better 
results in sub-salt imaging than those of the classical and the logarithmic objective functions. 
One objective function defines the residual as the difference between Lth power of the modeled 
wavefields and that of the observed wavefields. Another defines the residual as the difference 
between the integral of the Lth power of the modeled wavefields and that of the observed 
wavefields. We apply these new objective functions to the synthetic SEG/EAGE salt model, and 
show that our new waveform inversion algorithms provide more accurate results than those of 
the classical and logarithmic waveform inversion methods. 
Keywords: full waveform inversion, objective function, logarithm, power, integral 
 
1. 서론  
지난 20 여 년간 많은 지구물리학자들이 탄성파 파형 역산에 관한 연구를 진행해왔다. 
대부분의 파형 역산 방법은 Lailly(1983)와 Tarantola(1984)에 의해 제안된 역산 이론에 
바탕을 둔다. 그 방법은 역시간 구조보정에서의 역전파 이론을 사용하여 데이터의 
오차를 역전파한다. 이후 Gauss-Newton 방법, 최대 급경사 방법 또는 Conjugate Gradient 
방법 등을 이용하여 속도의 업데이트하며 반복적으로 더 나은 영상을 얻어간다. 이 
연구에 대한 주파수영역에서의 수치해석적 결과는 Geller and Hara(1993), Pratt et al.(1998), 
Pratt(1999) 등에 의해 제시되었다. 이러한 기존 파형 역산 방법의 목적함수는 실제 기록된 

파동장과 모델링을 통해 얻은 파동장의 차이의 2l -Norm 으로 정의된다. 그러나 고속도 
암염 층이 존재할 경우 이 방법을 통해 얻은 결과는 그리 만족스럽지 못하다. 기존 방법에 
대한 하나의 대안으로 Shin and Min(2006)은 로그를 이용한 파형 역산 방법을 제시하였다. 
로그를 이용한 파형 역산에서는 목적함수를 기록된 로그 변환 파동장과 모델링을 통해 

얻은 로그 변환 파동장의 차이의 2l -Norm 으로 정의한다. 이러한 목적함수를 이용한 파형 
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역산은 기존의 방법보다는 나은 결과를 보여주었으나 그 결과 역시 만족스럽지 못하였다. 
이러한 이유로, 새로운 목적함수를 이용하여 기존의 파형 역산 방법을 향상시키고자 
하는 연구가 필요하게 되었다. 
본 연구에서는 암염돔 하부 영상화에 있어 기존의 파형 역산 방법 및 로그를 이용한 파형 
역산 방법보다 향상된 결과를 나타내는 두 가지 새로운 파형 역산 방법을 제시하고자 
한다. 지수를 이용한 방법에서는 기록된 파동장과 모델링을 통해 얻은 파동장의 L승을 
취하여 작은 에너지를 가지는 파동장을 증폭하고 두 파동장의 차이로 오차를 정의한다. 
적분을 이용한 방법에서는 하나의 L 값만 취하지 않고, 파동장의 L승을 L에 대해 적분한 
값의 차이를 오차로 정의한다.  수치예제에서는 SEG/EAGE 암염돔 모델을 이용하여 
기존의 방법과 역산 결과를 비교해 보았다. 
 
2. 이론  
새로운 파형 역산 방법에서, 목적함수를 제외한 기타 이론은 기존 역산 방법의 경우와 
같다. 따라서 기존 역산 방법과 로그를 이용한 방법을 비교한 Shin et al.(2006) 및 Shin and 
Min(2006)의 논문에 제시된 파형 역산 이론을 참고하여 이론을 설명한다. 
 
2.1 목적함수, 편미분 파동장과 가상 송신원 
주파수 영역에서 파동 방정식은 다음의 일반화된 행렬식으로 표현될 수 있다. 

g=Su f      (1) 

여기서, ( )kp=S S 는 모델 변수 kp 의 함수인 복소 임피던스 행렬이고, ( )ω=u u 는 

푸리에 변환된 파동장이다. f 는 송신원 벡터, ( )g g ω= 는 각주파수 ω 의 함수인 

송신파이다. 실제 기록된 주파수영역의 데이터를 d 라 할 때, 목적함수는 다음과 같은 
형태로 쓸 수 있다. 

1 ( , )
2

E J= u d
     (2) 

여기서, ⋅
는 최소 자승 Norm 을 의미한다. 기존의 파형 역산 방법에서는 

( , )i i i iJ u d u d= − 로 정의하고, 로그를 이용한 역산에서는 ( , ) log logi i i iJ u d u d= − 로 

정의한다. 지수승을 이용한 역산에서 ( , ) L L
i i i iJ u d u d= − 가 되고, 적분을 이용한 

역산에서 
2 2

1 1
( , )

L LL L
i i i iL L

J u d u dL d dL= −∫ ∫ 로 정의된다. 

목적함수 E 를 최소화하기 위해서는 우선 최대 급경사 방향 E∇ , 즉 모든 k 에 대한 

k

E
p

∂
∂ 를 찾아야 하는데, 식(1)로부터 다음과 같은 방정식을 얻을 수 있다. 

0
k kp p

∂ ∂
+ =

∂ ∂
S uu S

     (3) 
또는 
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1
k

kp
−∂

=
∂

u S v
     (4) 

여기서, 

k
kp

∂
= −

∂
Sv u

     (5) 

는 k 번째 파라미터 요소를 교란시키는 데 필요한 가상 송신원 벡터이다. 식(4)는 편미분 
파동장을 나타낸다. 
 
2.2 최대 급경사 방향 및 오차의 역전파 

목적함수의 k 번째 파라미터 kp 에 대한 최대 급경사 방향은 다음과 같이 표현된다.  

ˆRe j
j

jk k

rE r
p p

∂⎡ ⎤∂
= ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∑
   1, 2, ,k np= L   (6) 

여기서, k 는 파라미터 번호, np는 파라미터의 총 개수, ir 는 오차이다. 

기존의 파형 역산에서, 오차 j j jr u d= −
이고, 기울기는 

�( )ˆRe Rej j
j j j

j jk k k

r uE r u d
p p p

∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂
= = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑
  (7) 

이다. 

지수승을 사용한 방법에서, 
L L

j j jr u d= −  이고 앞에서와 같은 방법으로, 

( ) �( )1Re jL L L
j j j

jk k

uE L u u d
p p

− ∂⎡ ⎤∂
= ⋅ −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∑    (8) 

이다. 적분을 사용한 방법에서, 

2 2

1 1

L LL L
j j jL L

r u dL d dL= −∫ ∫  이고, 

( ) ( )
( )

�2 1 1 1 2 1 2 1

2

2 ln 1 1ln 1
Re

ln lnln

L L L L L L
j j j j j j j j j

jk k j jj

L u u L u u u u u d dE
p p u du

− −⎡ ⎤⎛ ⎞− − − ∂ − −∂ ⎢ ⎥⎜ ⎟= −
⎢ ⎥∂ ∂ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑     (9) 

이 된다. 
이렇게 구한 최대 급경사 방향을 Gauss Newton 및 Levenberg-Marquardt 방법으로 
normalize 한 후 conjugate gradient 방법을 이용하여 속도 모델을 업데이트하게 된다. 
 
3. 수치 예제 

수치 예제에는 SEG/EAGE 암염 모델의 2 차원 단면을 사용하였다. 격자 간격은 40m, 최대 
주파수는 7.5Hz 이다. 수치 분산을 막기 위해 낮은 주파수를 사용하였다. 그림 1 에 실제 
속도 모델을 나타내었다. 역산을 위한 초기 속도 모델은 속도가 1.5km/s 에서 4.5km/s 까지 
선형적으로 증가하는 모델을 사용하였다. 다양한 지수와 적분 구간에 대하여 역산을 
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수행한 결과, 지수를 이용한 방법에서는 지수가 0.5 일 때, 적분을 이용한 방법에서는 적분 
구간이 0 부터 1 사이일 때 가장 좋은 결과를 나타냄을 확인하였다. 
그림 2 에는 각각 기존의 파형 역산 방법, 로그를 이용한 방법, 지수승을 이용한 방법과 
적분을 이용한 방법을 사용했을 때 얻은 속도 모델을 나타내었다. 
그림 3 에 그림 2 의 속도모델에서 얻은 속도 단면을 나타내었다. 다양한 실험으로부터 
로그를 이용한 방법은 기존의 역산 방법보다 좋은 결과를 나타내고, 지수승을 이용한 
방법은 지수 L 이 0.5 일 때 로그를 이용한 방법보다 좋은 결과를 나타냄을 확인하였다. 
또한 적분을 이용한 방법은 적분 구간을 잘 정할 경우 지수승을 이용한 방법보다 좋은 
결과를 나타냈다. 
 

 
Fig. 1. The true velocity model. 

 

 
(a)          (b) 

  
(c)          (d) 

Fig. 2. The inverted velocity model generated a) by the conventional method, b) by the 
logarithmic method, c) by the power method and d) by the integral method. 
 
4. 결론 

우리는 본 연구에서 기존의 파형 역산 방법을 향상시킬 수 있는 하나의 대안으로, 새로운 
목적함수를 가지고 기존의 방법과 같은 알고리즘으로 속도를 업데이트 하는 역산 방법을 
제시하였다. 그것은 기록된 파동장과 모델링한 파동장의 L 승의 차를 오차로 정의하는 
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방법과 파동장의 L 승을 지수 L 에 대해 적분한 값들의 차를 오차로 정의하는 방법이다. 

두 방법 모두 오차의 2l -Norm 을 목적함수로 정의하였다. 파동장은 매우 작은 절대치를 
가지므로, 파동장에 지수승을 취하면 지수가 1.0 보다 작을 경우 파동장을 증폭시키는 
효과를 얻을 수 있다. 증폭된 파동장을 지수에 대해 적분할 경우 더 좋은 결과를 얻을 수 
있음을 확인하였다. 수치 예제에서는 암염 구조를 가진 속도 모델에 새로운 역산 
방법들을 적용해 보았다. 그 결과 기존의 파형 역산 방법 및 로그를 이용한 역산 방법보다 
새로 제시된 목적함수들을 이용한 역산이 암염돔 하부 구조 영상화에 더 좋은 결과를 
나타냄을 알 수 있었다. 
 

 
(a)                  (b) 

Fig 3. The true velocity model(solid line) and the inverted velocity models obtained by the 
conventional method(dotted line), the logarithm method(dashed line), the integral method (line 
with crosses), and the power method (line with squares) a) at 7km, b) at 9km from the left. 
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