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ABSTRACT 

 

The media transport systems, such as printers, copy machines, facsimiles, ATMs, cameras, etc. have been widely used and 
being developed rapidly. In the development of those sheet-handling machineries, it is important to predict the static and 
dynamic behavior of the sheet with a high degree of reliability because the sheets are fed and stacked at such a high speed. 
Flexible media are very thin, light and flexible, so they behave in geometric nonlinearity with large displacement and large 
rotation but small strain. In the flexible media analysis, aerodynamic effect from the surrounding air must be included because 
any small force can make large deformation. In this paper, only the flexible media analysis is performed as early stage of 
analysis including aerodynamic effect. Through formulations and simulations for total Lagrangian(TL), updated Lagrangian 
(UL) and co-rotational(CR) method which are widely used for geometric nonlinear analysis, usefulness and reliability of each 
methods are investigated. 

1. 서 론 

복사기, 프린터, 팩시밀리, ATM 등 유연매체를 

취급하는 장치들이 널리 보급되어 있으며, 소형화

ᆞ고속화 추세를 보이고 있다. 이러한 기기에서 

피딩(Feeding) 시스템은 중요한 역할을 담당하고 

있으며, 반송 시에 발생할 수 있는 체류와 잼의 

예측은 피딩 기구를 설계하는데 있어서 중요한 인

자라 할 수 있다. 유연매체는 매우 얇고, 가볍고, 

잘 휘는 특성을 가지고 있으며, 대변형ᆞ소변형률

의 기하비선형 거동을 보인다. 이러한 기하비선형

에대한 해석으로 Bisshopp 등은 외팔보의 대변형

에 대한 엄밀해를 구하였다[1]. 70 년대 들어서면

서 FEM 이 발전함에따라 FEM 을 이용한 비선형 

문제 해석이 시도되기 시작하였으며, Bathe 등은 

Total Lagrangian(TL) 방법과  Updated 

Lagrangian(UL) 방법을 제안하였다[2]. 

Wood 등은 여러 가지 구조요소에 대한 기하비

선형 수식화와 해석 예를 보였고[3], Yang 등은 

예측자(Predictor)와 수정자(Corrector) 개념을 

도입하여 Updated Lagnrgian 방법을 이용한 수

식화와 해석 예를 보였다[4]. Co-rotational(CR) 

방법은 Crisfield 를[5] 선두로 해서 많은 사람들

이 연구를 수행하였으며, TL 이나 UL 방법에 비

해서 수식화가 간편하고 해석시간이 단축되는 장

점이 있다[6-8]. Yang 등과 Wang 등은 비선형 

문제에 대한 동적 해석을 수행하였다[9,10]. 유연

매체는 매우 작은 힘에도 큰 변형이 일어날 수 있

으며 공기 중에서 움직이는 유연매체의 거동을 예

측하기 위해서는 공기의 영향을 고려해야만 함은 

자명한 사실이다. 본 논문에서는 공기의 영향을 

고려하기에 앞서 유연매체 만의 정적 및 동적 거

동해석을 위한 FEM 수식화와 시뮬레이션을 수행

한다.  

2. 2-D에서의 응력과 변형률  

본 절에서는 응력과 변형률의 관계를 살펴본다.  

 
Fig. 1 Deformation 

 

그림 1 에서 변위는 좌표계와 다음의 관계가 주어

진다. 

x X u= +  (2.1)

공간좌표계에서의 미소변위는 다음과 같이 나타낼
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수 있다. 

( )X uxdx dX FdX dX
X X

∂ +∂
= = =
∂ ∂

 

[ ]GI D dX= +  
(2.2)

Green strain 은 다음과 같이 정의되며 
2 2 2 2

0ndr dr dx dX− = −  

2 T
GdX dXε=  

(2.3)

다음의 값을 갖게 된다. 

1 1
2 2

T T
G G G G GD D D Dε ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦  

e η= +  
(2.4)

식(2.1)로부터 다음의 식이 또한 얻어질 수 있다. 

( )1 x uXdX dx F dx dx
x x

− ∂ −∂
= = =
∂ ∂

 

[ ]AI D dx= −  
(2.5)

Almansi strain 은 다음과 같이 정의되며 
2 2 2 2

0ndr dr dx dX− = −  

2 T
Adx dxε=  

(2.6)

다음의 값을 갖는다. 

1 1
2 2

T T
A A A A AD D D Dε ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦  

e η= −  
(2.7)

앞의 두 변형률에서 변형이 작다고 가정하여 고차

항을 무시하면 다음과 같은 공칭변형률

(Engineering strain)이 얻어진다. 

1
2

T
E G GD Dε ⎡ ⎤+⎣ ⎦  (2.8)

위에서 열거한 Green strain, Almansi strain 

그리고 공칭변형률은 각각 2nd Piola-Kirchhoff 

응력, Cauchy 응력, 공칭응력과 대응된다. 

3. 기하비선형의 수식화 

3.1 Total Lagragian 방법 
Total Lagrangian 방법은 그림 2 에서 보이는 

것과 같이 응력과 변위가 모두 0C 를 기준으로 계

산된다. 

다음의 지배방정식에 대해서 

,ij j i ib uσ ρ+ =  (3.1)

가상일의 원리를 적용하면 식(3.2)를 얻을 수 

있다. 

 
T T
i i ij ij

V V
u u dV dVδ ρ δε σ+∫ ∫  (3.2)

        
t

T T
i i i t

V
u b dV u t d

Γ
δ δ Γ∗= +∫ ∫  

식(3.2)는 다음과 같이 간단히 나타낼 수 있다. 
int extU W Wδ δ δ+ =  (3.3)

여기서,  
T

V
U u u dVδ δ ρ= ∫ Td M dδ=  (3.4)

이 되며 위 식으로부터 질량행렬을 식(3.5)와 같
이 정의할 수 있다. 

T

V
M N N dVρ= ∫  (3.5)

 

( )1 1,a a a ax u y v+ +
( )1 1,b b b bx u y v+ +

2 L
L

aθ anθ

rθ
rθ

bnθ bθ

b′

a′ ( )b aL u u+ −

nu

L

1 y
1 x

( )1 1,a ax y ( )1 1,b bx y

a b

X

Y

0 x

0 y

C0

C1

( )1 1,a a a ax u y v+ +
( )1 1,b b b bx u y v+ +

2 L
L

aθ anθ

rθ
rθ

bnθ bθ

b′

a′ ( )b aL u u+ −

nu

L

1 y
1 x

( )1 1,a ax y ( )1 1,b bx y

a b

X

Y

0 x

0 y

C0

C1

 
Fig.2 Element Displacement at TL 

 
int T

V
W dVδ δε σ= ∫ 은 증분형식(Incremetnal 

Form)에서 다음과 같은 형태로 나타내어 진다. 
1 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0
T T
ij ij ij ijV V

e S dV S dV R Rδ δ η+ = −∫ ∫  (3.6)

위 식을 풀어 쓰면 다음과 같이 나타낼 수 있으며 

( )2 l
xx xx xy xyV

Ee e S e dVδ δ+∫  

( )2 n
xx xx xy xyV

E e S e dVη δ δ+ +∫  

( )2 l
xx xx xy xyV

Ee S dVδη δη+ +∫  

( )2 n
xx xx xy xyV

E S dVη δη δη+ +∫  

( )1 1 2 12xx xx xy xyV
dV R Rτ δη τ δη+ + = −∫  

(3.7)

여기서, 
l n

xy xy xyS S S= +  (3.8)

이 된다. 식(3.7)의 첫 항을 정리하면 [ ]ek 를 구

할 수 있게 된다. 

0 0

L L T
eEA u u dx EI v v dx d k dδ δ δ′ ′ ′′ ′′+ =∫ ∫ (3.9)

식(3.7)의 둘째 항을 정리하면 [ ]1s 을 구할 수 

있다. 
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( )2 2 2

0 0

1 1
2 2

L L
EA u v u dx EI v u dxδ δ′ ′ ′ ′′ ′+ +∫ ∫  

0

L
EI u v v dxδ′ ′′ ′′+ ∫ 1

Td s dδ=  
(3.10)

식(3.7)의 셋째 항을 정리하면 식(3.11)이 되고

이로부터 [ ]2s 를 구할 수 있다. 

( ) ( ) ( )2 2 2

0

1
2

L IEAu u v EAu v dx
A

δ δ⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′′+ +⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

( ) ( ) ( )
0 0

L L
EIv u v dx EIv u v dxδ δ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′+ + − −∫ ∫  

2
Td s dδ=  

(3.11)

식(3.7)의 넷째 항으로부터 [ ]3s 가 구해진다. 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

0 2 2 2

1
21

12
2

L
EA u v u v

dx
IEA u v v
A

δ

δ

⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎧ ⎫⎢ ⎥′ ′ ′′+ +⎨ ⎬⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦

∫
 

( ) ( ) ( )
0 0

L L
EIv u u v dx EIv u u v dxδ δ′′ ′ ′ ′′ ′′′ ′ ′ ′+ + − −∫ ∫  

3
Td s dδ=  

(3.12)

또한 식(3.7)의 다섯째 항으로부터 gk⎡ ⎤⎣ ⎦ 가 구해

지게 된다. 

( ) ( )1 2 2 1 2

0

1
2

L

x x
IF u v F v dx
A

δ δ⎡ ⎤′ ′ ′′+ +⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

( ) ( )1 1

0 0

L L

yM u v dx F u v dxδ δ′ ′′ ′ ′+ + −∫ ∫  

T
gd k dδ=  

(3.13)

위 식(3.9-13)을 정리하면 다음과 같이 나타낼 

수 있다. 

 

3.2 Updated Lagragian 방법 
UL 방법은 TL 방법과 같은 과정을 거쳐서 수식

화가 되어지며, TL 과 다른 점은 응력과 가상일이 

모두 1C 상태를 기준으로 한다는 점으로 두 번째 

항의 응력이 2nd Piola-Kirchhoff 응력이 아닌 

Cauchy 응력이 된다. 
2 1

1 1 1 1 1 1
T T
ij ij ij ijV V

e S dV dV R Rδ δ η τ+ = −∫ ∫  (3.15)

위 식으로부터 TL 방법에서와 같은 방법으로 

접선강성 행렬을 구할 수 있다. 

 

2 L
L

aθ anθ

rθ
rθ

bnθ bθ

b′

a′ ( )b aL u u+ −

( )1 1,a a a ax u y v+ +

( )1 1,b b b bx u y v+ +

2 x
2 y

nu

L

1 y
1 x

( )1 1,a ax y
( )1 1,b bx ya

b

X

Y

0 x

0 y

C0

C1

C2

2 L
L

aθ anθ

rθ
rθ

bnθ bθ

b′

a′ ( )b aL u u+ −

( )1 1,a a a ax u y v+ +

( )1 1,b b b bx u y v+ +

2 x
2 y

nu

L

1 y
1 x

( )1 1,a ax y
( )1 1,b bx ya

b

X

Y

0 x

0 y

C0
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Fig.3 Element Displacement at UL 

 

3.3 Co-rotational 방법 
TL 법과 UL 법에서는 기준좌표계가 고정되어 

있지만 CR 법에서는 요소를 따라서 회전하는 좌

표계를 도입한다. 그림 4 는 CR 법을 적용한 빔 

요소를 나타낸 것이다. 

2 L
L b′

a′
( )1 1,a a a ax u y v+ +

( )1 1,b b b bx u y v+ +

2 x
2 y

nu

1 y
1 x

( )1 1,a ax y
( )1 1,b bx ya

b

X

Y

0β

βα

C1

C2
2 L
L b′

a′
( )1 1,a a a ax u y v+ +

( )1 1,b b b bx u y v+ +

2 x
2 y

nu

1 y
1 x

( )1 1,a ax y
( )1 1,b bx ya

b

X

Y

0β

βα

C1

C2

 
Fig.4 Element Displacement at CR 

 

전체좌표계에서의 변위벡터는 다음과 같이 정

의된다. 

[ ]1 1 1 2 2 2
Td u v u vθ θ=  (3.16)

국부좌표계에서의 변위벡터는 다음과 같다. 

1 2
T

ld u θ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (3.17)

ld 의 요소는 식(3.18)과 같이 계산된다.  

0nu l l= −  

1 1θ θ α= −  

2 2θ θ α= −  

(3.18)

CR 법에서의 접선강성행렬 tK 는 다음과 같이 

구해진다. 

( )( )1 22
1

T
T

t l
n

T T

n

zzK B K B N
l

rz zr M M
l

= +

+ + +

 (3.19)

 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ){ } { } { }2 1
1 2 3e gk k s s s d f f⎡ ⎤+ + + + = −⎣ ⎦  (3.14)
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위 식에서 , , , lr z B K 은 각각 다음과 같이 정의

된다. 

[ ]0 0 Tr c s c s= −  

[ ]0 0 Tz s c s c= − −  

(3.20)

0 0
/ / 1 / / 0
/ / 0 / / 1

n n n n

n n n n

c s c s
s l c l s l c l
s l c l s l c l

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

B

 

(3.21)

0 0
1 0 4 2

0 2 4
l

EA
K EI EI

L
EI EI

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.22)

 

4. 수치적분 알고리즘 

공학분야에서 수치적분 알고리즘으로 시간스텝

의 크기와 관계없이 항상 안정한 뉴마크베타 

(Newmark-β ) 방법이 널리 쓰이고 있다. 

식(4.1)은 선형 시스템의 지배방정식을 나타낸

다.  

MU CU KU F+ + =  (4.1)

위 식은 시간 t t+ Δ 에서도 평형조건이 만족하

므로 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

t t t tM U C U K U F′ ′ ′ ′+ + =  (4.2)

식(4.2)에서 t t t′ = + Δ 를 나타낸다. 식(4.2)
에 뉴마크 관계식(4.3)을 대입하여 정리하면 식  

( )1 tt t tU U t U Uγ γ′ ′⎡ ⎤= + Δ − +⎣ ⎦
 

2 1
2

t t t t tU U t U t U Uβ β′ ′⎡ ⎤⎛ ⎞= + Δ + Δ − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (4.3)

(4.4)를 얻게 된다. 

2

1 t t tM C K U F
t t

γ
β β

′ ′ ′⎛ ⎞
+ + =⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

 

2

1 1 1 1
2

t t tM U U U
t tβ β β

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ + + −⎢ ⎥⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

1 1
2

t t tC U U t U
t

γ γ γ
β β β
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + − + Δ −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

(4.4)

식(4.4)에서 구한 변위를 이용하여 속도와 가

속도는 식(4.5)로부터 구해진다. 

( )2

1 1 11
2

t t t t tU U U U U
t tβ β β

′ ′ ⎛ ⎞
= − − + −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠

 

( ) 1 1
2

t t t t tU U U U t U
t

γ γ γ
β β β

′ ′ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − + Δ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
(4.5)

비선형의 경우에는 좀더 복잡한 과정이 필요하

게 된다. 이산화된 가상일의 식으로부터 식(4.2)

가 비선형에서는 식(4.6)로 나타내어진다. 

( ) ( ) ( ) ( )' ' ' 'i i i it t t tM U C U R F+ + =  (4.6)

내력벡터 't R 은 식(4.7)과 같이 선형화 된다.  

( ) ( ) ( ) ( )1 1' ' 'i i i it t tR R K U− −= + Δ  (4.7)

식(4.7)을 식(4.6)에 대입하여 정리하면 식

(4.8)이 얻어진다. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1' ' ' ' 'i i i i it t t t tM U C U K U F R− −+ + Δ = −
 

(4.8)

여기서, 다음의 관계가 성립한다. 

( ) ( ) ( )1' 'i i it tU U U= − + Δ  
( ) ( ) ( )1' 'i i it tU U U= − + Δ  
( ) ( ) ( )1' 'i i it tU U U= − + Δ  

(4.9)

식(4.9)에서 0i = 이면 시간 t 에서의 값이 된

다. 

( )0't tU U=  
( )0't tU U=  
( )0't tU U=  
( )0't tK K=  
( )0't tR R=  

(4.10)

식(4.8)에 식(4.9)를 대입하여 미지항을 좌변

으로 기지항을 우변으로 이항하면 식(4.11)이 얻

어진다. 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1'

1 1 1' ' ' '

i i i it

i i it t t t

M U C U K U

F R M U C U

−

− − −

Δ + Δ + Δ

= − − −
 (4.11)

식(4.11)에서 1i = 을 대입하면 식(4.12)가 

된다. 

( ) ( ) ( )1 1 1

'

t

t t t t

M U C U K U
F R M U C U

Δ + Δ + Δ

= − − −
 (4.12)

1 회의 반복에서는 식(4.3)을 직접 변형하여 

( )1UΔ , ( )1UΔ 를 ( )1UΔ 으로 나타낸다. 

( ) ( )1 1 tU t U t UγΔ = Δ ⋅Δ + Δ⋅  

( ) ( )1 12 21
2

t tU t U t U t UβΔ = ⋅Δ ⋅Δ + Δ + Δ  
(4.13)

2 회 이후의 반복에서는 ( )' it U 와 ( )1' it U −
에 대

하여 식(4.3)를 이용하여 그 차인 ( )iUΔ 를 

( )iUΔ 로 나타난다. ( )iUΔ 도 같은 방법으로 구해

진다. 
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( ) ( )i iU t UγΔ = ⋅Δ ⋅Δ  

( ) ( )2i iU t UβΔ = ⋅Δ ⋅Δ  
(4.14)

1 회의 반복에서 식(4.12)에 식(4.13)을 대입

하여 정리하면 식(4.15)가 얻어진다. 

( ) ( )12 tM t C t K Uγ β+ ⋅Δ ⋅ + ⋅Δ ⋅ Δ  

'

21
2

t t t t t

t t t t

F R M U C U t C U

t K U t K U

= − − − − Δ ⋅ ⋅

− Δ ⋅ ⋅ − Δ ⋅ ⋅
 (4.15)

2 회 이상의 반복에서는 식(4.8)에 식(4.14)을 

대입하여 정리하면 식(4.16)이 얻어진다. 

( )( ) ( )12 ' i itM t C t K Uγ β −+ ⋅Δ ⋅ + ⋅Δ ⋅ Δ  

( ) ( ) ( )1 1 1' ' ' 'i i it t t tF R M U C U− − −= − − −  
(4.16)

 

5. 시뮬레이션 결과 

본 절에서는 앞 절에서의 세가지 방법에대한 
수식을 이용하여 시뮬레이션을 수행한다. TL 방

법과 UL 방법은 기준이 되는 위치만 다를 뿐 동

일한 결과를 갖으며 UL 방법이 TL 방법에 비해

서 효율적이다[2].  TL 과 UL 에서는 [ ]tK 행렬

의 [ ]ek 와 gk⎡ ⎤⎣ ⎦ 만을 사용하여 해석하였고, 요

소의 수는 4 개로 제안하였다. 유연매체의 물성

치로 밀도는 3681.8 /kg m , 영률은 1.0GPa , 

두께는 0.1mm , 길이는 0.1m 를 사용하였다. 
먼저 엄밀해가 존재하는 간단한 정적 문제에 대

해서 해석을 수행하였다. 

그림 5 는 외팔보의 끝단의 210 /yF EI L= 의 

힘을 가하였을 때의 처짐양과 모멘트 팔길이의 
변화를 무차원하여 나타낸 것이다. 
TL 법과 UL 법 그리고 CR 법에서 엄밀해와 잘 

일치하는 해를 구할 수 있었다. 
그림 6 은 외팔보의 끝단의 2 /M EI Lπ= 의 

모멘트를 가하였을 때의 처짐양과 모멘트 팔길이

의 변화를 무차원하여 나타낸 것이다. CR 법에서

는 약간의 차이를 보였지만 엄밀해와 잘 일치하는 
해를 구할 수 있었으나 TL 가 UL 법에서는 상당한 
오차를 보였다. 이는 CR 방법이 대회전(Large 
rotation)에 탁월한 성능을 보임을 나타낸다. 

그림 7 은 수치적분 알고리즘을 확인하기 위한

해석으로 CR 법을 이용, 뉴마크베타 알고리즘을 
적용하여 외팔보의 자중에의한 진동 시에 끝단

의 위치를 시간에 대해서 그린 그림이다.  
 

210 /yF EI L=
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(b) 

Fig.5 Deflection Shapes of Cantilevered Sheet with 
End Force 

 

2 /M EI Lπ=
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(b) 

Fig.6 Deflection Shapes of Cantilevered Sheet with 
End Moment 

 
공기의 영향이 없기 때문에 진동양이 줄어들지 

않고 반복해서 일어남을 확인할 수 있다. 
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Fig.7 Phase Plot for the Trajectories of End Point of 

Cantilevered Sheet 
 

6. 결 론 

기하비선형 특성을 갖는 유연매체를 해석하는

방법으로 가장 일반적으로 쓰이는 TL 법, UL 법, 
CR 법에 대한 수식화와 시뮬레이션을 수행 하

였다. TL 과 UL 방법에서는 같은 결과를 얻었고 
CR 에서는 약간의 차이를 보였으나, TL 법과 UL
법보다 좋은 결과를 얻을 수 있었다. 이것은 TL

과 UL 법에서 접선강성행렬로 [ ]ek 와 gk⎡ ⎤⎣ ⎦ 만

을 고려했기 때문으로 해석된다. 그러나, TL 법

과 UL 법은 수식이 복잡하고 연산시간이 오래 
걸리는 단점이 있으며 CR 법이 가장 편리하고 
효율적인 방법임을 확인할 수 있었다. 
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