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Abstract 

This paper presents a methodology for the stiffness analysis of a low-DOF parallel manipulator. A low-
DOF parallel manipulator is a spatial parallel manipulator which has less than six degrees of freedom. The 
reciprocal screws of actuations and constraints in each leg can be determined by making use of the theory of 
reciprocal screws, which provide information about reaction forces due to actuations and constraints. When 
pure force is applied to a leg, the leg stiffness is modeled as a linear spring along the line. For pure couple, it 
is modeled as a rotational spring about the axis. It is shown that the stiffness model of an F-DOF parallel 
manipulator consists of F  springs related to actuations and F−6  springs related to constraints connected 
from the moving platform to the base in parallel. The 66×  Cartesian stiffness matrix is obtained, which is 
the sum of the Cartesian stiffness matrices of actuations and constraints. Finally, a 3-UPU parallel 
manipulator is used as an example to demonstrate the methodology. 

1. 서 론 

평행구조 기구는 고정 플랫폼과 이동 플랫폼을 
다수의 직렬체인으로 연결한 구조를 갖는다. 일반
적으로 구동부가 고정부 근처 또는 고정부에 위치
하므로, 이동부의 관성이 작아 고속작업이 가능하
다는 장점을 갖는다. 또한, 이동 플랫폼의 작업하
중이 각 구동기에 분산이 되므로, 고하중 작업에 
적합하다. 대표적으로 모든 선형 구동기가 순 인
장/압축력 하에 있는 6 자유도 스튜어트 플랫폼형 
기구가 많은 연구대상이 되어오고 있다.(1,2) 그러나, 
이 기구는 복잡한 순기구학, 작은 작업영역, 많은 
수의 부품 등의 단점을 갖는다.  
평행구조 기구의 장점을 유지하면서 이러한 단

점을 극복하기 위하여, 최근 6자유도보다 적은 자
유도를 갖는 저자유도 평행구조 기구에 대한 연구

가 활발히 진행되고 있다.(3-12) 저자유도 평행구조 
기구는 6 자유도 평행구조 기구에 비하여 단순한 
순기구학, 비교적 큰 작업영역, 보다 작은 관성 및 
보다 적은 수의 부품 등의 장점을 갖는다. 더욱이, 
완전한 6 자유도를 필요로 하지 않는 자동화 작업
이 많이 존재한다. 예를 들어, 축대칭 공구를 갖는 
공작기계에서는 최대 5 자유도만을 필요로 하며, 
많은 자동조립작업이 3자유도 직선운동 또는 1자
유도 회전운동이 첨가된 4 자유도만을 요구한다. 
따라서, 완전한 6자유도를 필요로 하지 않는 응용 
분야에서는, 저자유도 평행구조 기구를 사용하는 
것이 경제적이다. 저자유도 평행구조 기구 중, 3 자
유도 직선운동(6-9) 및 회전운동기구(10,11)와 5 자유도 
기구(12)가 최근 주요 연구대상이 되고 있다. 
고속, 고정밀 및 고하중 성능을 요구하는 기구 

설계시, 강성해석은 매우 기초적이고 필수적인 단
계이다. 6 자유도 평행구조 기구의 경우, 특히, 스
튜어트 플랫폼의 강성해석 방법은 이미 많은 연구
자에 의하여 발표되었다.(13-15) 그러나, 저자유도 평
행구조 기구의 강성해석 방법은 중요성에 비하여 
많은 연구가 진행되고 있지 않다. Zhang 과 
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Gosselin(16-19)은 중앙에 수동 구속 다리가 있는 저
자유도 평행구조 기구의 강성을 모델링 하였다. 
구속방향에 가상 조인트를 추가하여, 수동 구속 
다리를 6 자유도 직렬체인으로 모델링 하고, 이의 
강성과 나머지 구동 다리의 강성을 병렬로 연결하
여 직교 강성행렬을 구하였다. 그러나, 이 방법은 
가상 조인트(virtual joint)를 구하는 방법이 체계적
이지 못하고 중앙에 수동 구속 다리가 있는 기구
에 한정된다는 단점을 가지고 있다. 더욱이, 구속
방향의 강성을 나타내는 가상 스프링이 직렬로 연
결되었다고 모델링 하였으나, 각각의 가상 스프링
은 이동플랫폼에서 고정부에 직접 연결되므로 병
렬로 연결되었다고 모델링 하는 것이 타당하다. 
Joshi 와 Tsai(20)는 저자유도 평행구조의 경우에도 
특이성을 완전하게 해석하기 위해서는 구속조건을 
고려한 66×  자코비안 행렬을 사용해야 함을 발
표하였다. 역나선 이론을 사용하여 구동 자코비안
(Jacobian of actuations) 행렬과 구속 자코비안
(Jacobian of constraints) 행렬을 구하고 이 두 개의 
부분행렬을 합쳐 전체 66×  자코비안 행렬을 구
하였다. 입력과 출력 관계만을 고려하여 자코비안 
행렬을 구하는 경우, 예를 들어, 3 자유도 기구의 
경우, 33×  자코비안 행렬을 구할 수 있는데, 이
러한 부분적 자코비안 해석은 모든 특이성을 예측
할 수 없다. (21,22) 강성 해석의 경우에도 66×  자코
비안 행렬에 기초하여 강성해석을 수행해야, 강성 
설계시 오류를 방지할 수 있다. 
본 논문에서는 일반적인 저자유도 공간 평행구

조 기구를 대상으로, 정역학 해석과 강성해석을 
수행하였다. 3 장에서, 역나선 이론을 이용하여 구
동 역나선과 구속 역나선을 구하고, 이러한 역나
선을 사용하여 직접 정역학적 관계를 유도하였다. 
4 장에서, 구동 및 구속 역나선의 방향과 위치를 
고려하여 각 다리의 강성을 모델링 하였다. 즉, 역
나선이 순 힘(pure force)이면, 선형 스프링으로 모
델링 하고, 순 짝힘(pure couple)이면, 회전 스프링
으로 각 다리를 모델링 하였다. 이 방법은 기존 
연구와 달리 가상 조인트의 도입이 필요 없다는 
장점을 갖는다. 항상 6 개의 독립적인 스프링으로 
저자유도 평행구조 기구의 강성을 모델링 할 수 
있고, 이 스프링은 이동플랫폼과 고정부를 병렬로 
연결함을 유도하였다. 유도된 직교 강성행렬
(Cartesian stiffness matrix)은 6 자유도 기구의 직교 
강성행렬과 동일하게 66×  양의 반한정(positive 
semi-definite) 대칭행렬이다. 그러나, 저자유도 기
구의 직교 강성행렬은 구동부의 직교 강성행렬과 
구속부의 직교 강성행렬의 합으로 구성된다. 5 장
에서는 개발된 방법을 사용하여, 3 자유도 3-UPU 평행
구조 기구의 강성해석을 수행하였다. 

2. 기구학적 모델 

 
Fig. 1 Structure of a F-DOF parallel manipulator 

(Note: a: active joint, p: passive joint) 
 
본 논문에서 대상으로 하는 기구는 F -DOF 

(degrees of freedom)을 갖는 저자유도 공간 평행구
조 기구이다. 즉, 63 <≤ F 이다. Fig. 1 과 같이 이
동플랫폼(moving platform)은 m개의 직렬체인(serial 
kinematic chain), 즉, 다리(leg)들에 의하여 구속되
고, 각 다리는 최대 1 개의 구동기를 갖는다고 가
정하였다. 구동기를 갖는 다리의 번호를 먼저 

Fi ,,2,1 K= 로, 나머지 구동기를 갖지 않는 다리의 
번호를 mFFi ,,2,1 K++= 로 정하였다. i 번째 다
리의 모든 조인트의 자유도를 연결도(connectivity, 

iC )라고 정의하면,(23,24) 각 다리는 iC−6 개의 구속
조건으로 이동플랫폼의 운동을 제한한다. 만약 각 
다리의 구속조건들이 서로 독립적이면, 모든 다리
의 구속조건의 합은 식 (1)을 만족하여야 한다. 과
구속 기구인 경우도 F -DOF 를 가지기 위해서는 
독립적인 구속조건의 합은 F−6 가 되어야 한다. 
 

∑
=

−=−
m

i
iCF

1
)6(6  (1)

 

3. 정역학 해석 

모든 구동기가 제어되고 있는 상태에서 저자유
도 평행구조 기구의 이동플랫폼에 임의 방향의 렌
치(wrench)가 작용된 경우를 고려하고자 한다. 각 
다리는 이동플랫폼에 작용되는 외부의 렌치를 구
동기에 의하여 이동플랫폼에 전달되는 구동 힘 또
는 토크, 간단히, 구동력( aτ )과 구속에 의한 반력
( cτ )으로 지탱한다. 여기서, 구동력의 개수는 F이
고 구속에 의한 독립적인 반력의 개수는 F−6 가 
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되어야 함을 쉽게 알 수 있다. 즉, 임의의 공간 렌
치를 지탱하는 독립적인 조인트 힘의 개수는 항상 
“6”이다. 
외부 렌치를 지탱하는 구동력 및 구속에 의한 
반력의 종류 및 방향을 구하기 위하여 역나선 이
론(theory of reciprocal screws)을 이용하고자 한다. 
(23,25,26) 역나선을 구하기 위하여, 이동플랫폼의 트
위스트(twist)를 각 다리를 구성하는 조인트의 트
위스트들의 합으로 표현할 필요가 있다. 여기서, 
구형 조인트(spherical joint)는 같은 평면상에 있지 
않고 한 점에서 교차하는 세 개의 회전 조인트들
로, 유니버설 조인트(universal joint)는 한 점에서 
교차하는 두 개의 회전 조인트들로, 그리고 실린
더 조인트(cylindrical joint)는 같은 축을 갖는 선형 
조인트와 회전 조인트로 나타낼 수 있으므로, 각 
다리를 iC 개의 1-DOF 조인트들로 구성할 수 있
다. 이러한 관점에서, 이동플랫폼의 트위스트는 각 
다리를 구성하는 조인트 단위나선(unit screw)들의 
선형조합으로 다음과 같이 나타낼 수 있다. (27) 
 

∑
=

=
iC

j
ijijP

1
,,

ˆˆ ST θ&   mi ,,2,1for  K=  (2)

 
여기서, PT̂ 와 Ŝ 는 축좌표계(axis coordinate)(25)로 
표현된 이동플랫폼의 트위스트와 조인트의 단위나
선을 나타내고, θ&는 조인트의 속도이다. 아래 첨
자 i 와 j 는 다리의 번호와 해당되는 다리의 조
인트 번호를 각각 표시한다.  
먼저, 구속에 의한 반력은 i 번째 다리의 모든 
조인트 나선들과 역의 관계에 있고, iC−6  역나선 
시스템을 이룬다. 즉, 구속 역나선(reciprocal screw 
of constraints)은 다음의 조건을 만족해야 한다. 
 

0ˆˆ
,, =p

T
ikc Ts  )6(,,2,1for  iCk −= K (3)

 
여기서, ŝ 는 방사좌표계(ray coordinate)(25)로 표현
된 단위나선을 나타낸다. 
그리고, 제어되고 있는 구동기를 고정되었다고 

고려한다. 한 개의 구동기가 고정되었으므로, 역나
선 시스템의 차원은 하나 증가하여 16 +− iC 이 된
다. 구동기에 의한 구동력은 구동 조인트(active 
joint)를 제외한 i  ( Fi ,,2,1 K= )번째 다리의 모든 
조인트 나선들과 역의 관계에 있고, 16 +− iC  역
나선 시스템을 이룬다. 16 +− iC  시스템은 iC−6  
시스템을 포함하므로, iC−6  시스템에 속하지 않
는 추가의 역나선을 구한다. 이러한 구동 역나선
(reciprocal screw of actuations)은 다음의 조건을 만
족해야 한다. 

0ˆˆ
, =′p

T
ia Ts   Fi ,,2,1for  K=  (4)

여기서, PT ′ˆ 는 수동 조인트(passive joint) 단위나선
들만의 선형조합으로 구성된다. 
위의 과정으로 총 6 개의 독립적인 역나선을 구
할 수 있다. 기구부의 중력을 무시하면, 이동플랫
폼에 작용되는 임의의 렌치는 다음의 식과 같이 
구동기에 의한 F 개의 구동력 및 구속에 의한 독
립적인 F−6 개의 반력과 평형을 이룬다. 
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여기서, f 와 m 을 엔드이펙터에 작용하는 힘과 
모멘트라 할 때, 방사좌표계로 표현된 렌치는

TTT ],[ˆ mfw = 이고, aτ 는 구동기에 의한 구동력 크
기를 나타내며, cτ 는 구속에 의한 반력의 크기를 
나타낸다. 위의 식을 자코비안 행렬과 조인트 힘
벡터로 다음과 같이 표현할 수 있다. 
 

τττw JJJ ccaa =+=ˆ  (6)
 
여기서, 구동기와 관련된 구동 자코비안 행렬과 
구속조건과 관련된 구속 자코비안 행렬은 각각 식 
(7)과 식 (8)과 같이 나타낼 수 있다. (20) 
 

[ ] F
Faaa RJ ×∈= 6

,1,
ˆˆ ss L  (7)

 
[ ] )6(6

,6,,1,1,6,1,1,
ˆˆˆˆ F

miCcmciCccc RJ −×
−− ∈= ssss LLL (8)

 
따라서, 전체 자코비안 행렬은 다음과 같다. 
 

[ ] 66×∈= RJJJ ca  (9)
 
그리고, 1

,1, ], ,[ ×∈= FT
Faaa Rττ Lτ 는 구동력 벡터를, 

1)6(
,6,,1,1,6,1,1, ],,,,,,[ ×−

−− ∈= FT
miCcmciCccc Rττττ LLLLτ 는 

구속에 의한 반력 벡터를, 16] ,[ ×∈= RTT
c

T
a τττ 는 전

체 조인트 힘 벡터를 나타낸다. 

4. 강성 해석 

본 논문에서는 모든 링크(link)를 강체로 가정하
고, 기구의 순응성(compliance)의 주요 원인을 작용
되는 힘 또는 모멘트에 대한 베어링, 동력전달장
치 및 제어기에서 발생할 수 있는 미소변위로 가
정하였다.(23) 한편, 역나선은 영 피치 역나선(zero-
pitch reciprocal screw), 무한 피치 역나선(infinite-
pitch reciprocal screw), 유한 피치 역나선(finite-pitch 
reciprocal screw)으로 다음과 같이 구분할 수 있다. 
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여기서, s는 나선의 단위방향벡터이고, r 은 기준 
좌표계에서 나선까지의 거리벡터이며, h 는 피치
(pitch)를 나타낸다. 임의의 트위스트 시스템에 대
한 역나선을 고려할 때, 식 (10)중 첫 번째 및 두 
번째 식의 물리적 의미는 순 힘과 순 짝힘에 해당
한다. 일반적으로 역나선의 기저(base)를 순 힘 또
는 순 짝힘으로 구할 수 있으므로, 본 연구에서는 
유한 피치 역나선의 경우는 고려하지 않았다.  
순응성을 갖는 해당 다리에 순 힘을 작용하면, 
순 힘이 가해지는 직선을 따라 미소 직선변위
(infinitesimal translational displacement)가 발생하게 
된다. 반면, 순 짝힘을 가할 경우, 순 짝힘의 축방
향에 대한 미소 회전변위(infinitesimal rotational 
displacement)가 발생한다. 따라서, 미소 직선변위
를 순 힘의 직선상에 위치한 선형 스프링(linear 
spring)의 미소변위로, 미소 회전변위를 순 짝힘의 
축에 대한 회전 스프링(rotational spring)의 미소변
위로 모델링 할 수 있다. 앞 장에서 살펴본 바와 
같이, 이동플랫폼에 작용하는 역나선은 총 6 개이
므로 이동플랫폼은 총 6 개의 독립적인 스프링들
로 지지되고 있다고 모델링 할 수 있다. 이 중 F
개는 구동기에 관련된 스프링이고, F−6 개는 구
속조건에 관련된 스프링이다. 구동기에 관련된 스
프링 상수를 iak ,  ),,2,1( Fi L= 로 구속조건과 관련
된 스프링상수를 ick , )6,,1( L+= Fi 로 정의하면, 
스프링에 작용되는 힘과 해당되는 스프링의 미소 
변위와의 관계는 다음과 같다. 
 

[ ] aaa k qτ δ= , [ ] ccc k qτ δ=  (11)
 
여기서, [ ]ak 와 [ ]ck 는 각각 iak , 와 ick , 를 대각원
소로 갖는 대각행렬(diagonal matrix)이고, aqδ 와 

cqδ 는 각각 구동기와 구속조건에 관련된 스프링
의 미소변위 벡터이다. 가상일 원리(principle of 
virtual work)를 이용하여 다음의 식을 유도할 수 
있다. 

c
T
ca

T
a

T qτqτDw δδδ +=ˆˆ  (12)
 
여기서, xδ 와 θδ 를 각각 엔드이펙터의 미소 직
선변위와 미소 회전변위라 할 때, TTT ],[ˆ θxD δδδ =
는 축좌표계로 표현된 미소 트위스트를 나타낸다. 
식 (6)을 식 (12)에 대입하면, 다음과 같다. 
 

c
T
ca

T
a

T
c

T
c

T
a

T
a JJ qτqτDτDτ δδδδ +=+ ˆˆ  (13)

 
 

 
임의의 aτ  및 cτ  벡터에 대하여 식 (13)이 성립

하여야 하므로, D̂δ 와 aqδ  및 cqδ 와의 관계를 다
음과 같이 구할 수 있다. 
 

Dq ˆδδ T
aa J= , Dq ˆδδ T

cc J=  (14)
 
식 (11)을 식 (12)에 대입하면 다음의 식을 얻을 
수 있다. 
 

cc
T
caa

T
a

T kk qqqqDw δδδδδ ][][ˆˆ +=  (15)
 
식 (14)를 이용하여 식 (15)를 다시 표현하면 다음
과 같다. 
 

DDDDDw ˆ][ˆˆ][ˆˆˆ δδδδδ T
ccc

TT
aaa

TT JkJJkJ +=  (16)
 
임의의 D̂δ 에 대하여 식 (16)이 성립하여야 하므
로, 이동플랫폼의 미소 트위스트와 작용된 렌치와
의 관계는 직교 강성행렬에 의하여 다음과 같이 
나타낼 수 있다. 
 

Dw ˆˆ δK=  (17)
 
여기서, 직교 강성행렬은 구동부의 직교 강성행렬
과 구속부의 직교 강성행렬의 합으로 다음과 같다. 
 

T
ccc

T
aaa JkJJkJK ][][ +=  (18)

 
전체 자코비안 행렬을 이용하여 위의 직교 강성행
렬을 다음과 같이 간략히 나타낼 수 있다. 
 

TJkJK ][=  (19)

여기서, [ ]ca JJJ = 이고 







=

][0
0][

][
c

a

k
k

k  이고, J

는 양의 반한정 행렬이고 ][k 는 양의 한정 대칭행
렬이므로, 직교 강성행렬은 양의 반한정 대칭행렬
이 된다.  
식 (19)의 직교 강성행렬은 6 자유도 평행구조 
기구의 직교 강성행렬과 비슷한 구조를 갖는다.(13-

15) 즉, 6자유도 평행구조 기구의 경우, 구속조건이 
존재하지 않으므로 직교 강성행렬은 구동부의 직
교 강성행렬로만 표현된다. 반면, 저자유도 평행구
조 기구의 경우 직교 강성행렬은 구동부 및 구속
부의 직교 강성행렬의 합으로 표현되어야 한다. 
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5. 강성 해석 예 

본 장에서는 4 장에서 개발한 강성해석 방법의 
유효성을 보이기 위하여, 3 자유도 3-UPU 평행구
조 기구의 강성해석을 수행하였다. 예시된 기구의 
i 번째 다리는 iA 점에서 고정 플랫폼에 연결되고 

iB 점에서 이동플랫폼에 연결된다고 가정하였다. 
해석을 위하여 3 개의 좌표계를 설정하였다. 먼저, 
고정 좌표계( A:xyz )는 고정 플랫폼상의 O점에 고
정된 좌표계로, 이동 좌표계( B:uvw )는 이동 플랫
폼상의 P 점에 고정된 좌표계로 정의하였으며, 해
석의 편의성을 위하여 순간 참조 좌표계

( zyxC: ′′′ )(23)를 정의하였다. 이 좌표계의 원점은 P
점에 있고, x′ , y′ , z′  축은 각각 x , y , z  축과 
평행 하다고 정의하였다. 모든 나선들은 순간 참
조 좌표계에 관하여 표현되었다. 

Fig. 2는 3-UPU(Universal-Prismatic-Universal) 평
행구조 기구의 기구학적 모델을 나타낸다. 각 다
리는 고정 플랫폼에 부착된 유니버설 조인트, 직
선 조인트, 그리고 이동 플랫폼에 연결된 유니버
설 조인트로 구성된다. 이 기구는 대표적인 3자유
도 직선운동기구이고, 일반적으로 선형 구동기가 
직선 조인트를 구동한다.(6) 앞에서 설명한 바와 같
이, 유니버설 조인트는 두 개의 회전 조인트로 모
델링 할 수 있으므로, 모든 다리의 연결도는 

5=iC 임을 알 수 있다. 따라서, 이동 플랫폼의 트
위스트는 5 개의 조인트 단위나선들의 선형조합으
로 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

 

iiiiiiiiiip d ,5,5,4,4,2,3,2,2,1,1
ˆˆˆˆˆˆ SSSSST θθθθ &&&&& ++++=  (20)

 
여기서, 각 조인트 단위나선은 다음과 같이 구할 
수 있다. 
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여기서, ij ,s 는 i 번째 다리의 j 번째 조인트의 단

위방향벡터이고, ii PB=b 이며, iiiii dBA ,3,3 sd == 이

다. 3-UPU 평행구조 기구가 직선운동만 가능하기 
위해서는, ii ,5,1 ss = 와 ii ,4,2 ss =  조건을 만족하여야 
한다. (20) 

5=iC 이므로 모든 조인트 나선에 역의 관계에 
있는 구속 역나선은 1 차 시스템을 이룬다. 이 구
속 역나선은 첫 번째 및 두 번째 유니버설 조인트
의 두 축과 수직 방향인 무한 피치 나선이다. 
 

 
Fig. 2 Kinematic model of a 3-UPU parallel manipulator 

 
 

 
Fig. 3 Statics relation and stiffness model  

of a 3-UPU parallel manipulator 
 









=

i
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0
s ,
ˆ         32,1,for =i (22)

 
여기서, iii ,1,2 ssn ×= (또는, iii ,5,4 ssn ×= ) 이다.  
그리고, 구동기가 고정되어 있을 때, 역나선은 2
차 시스템을 이룬다. 하나의 추가 구동 역나선은 
두 개의 유니버설 조인트를 잇는 선 벡터이다. 
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따라서, 구동 및 구속 자코비안 행렬을 다음과 같
이 구할 수 있다. 
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구동 및 구속 역나선의 물리적 의미는 각각 순 
힘과 순 짝힘이므로, Fig. 3과 같이 각 다리를 선형 
스프링과 회전 스프링으로 모델링 할 수 있다. 선
형 스프링은 두 개의 유니버설 조인트의 중심점을 
통과하는 선상에 위치하고, 회전 스프링의 축은 유
니버설 조인트의 두 축과 직교한다. 식 (19)로부터, 
직교 강성행렬을 다음과 같이 구할 수 있다.  
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여기서, ilk , 와 irk , 는 선형 및 회전 스프링 상수이
고, ],,[][ 3,2,1, llll kkkdiagk = 과 ],,[][ 3,2,1, rrrr kkkdiagk =
은 대각행렬이다. 

6. 결 론 

역나선 이론을 이용하여, 저자유도 평행구조 기
구의 정역학적 해석 및 강성해석 방법을 제시하였
다. F -DOF 기구의 경우, F 개의 구동 역나선과 

F−6 개의 구속 역나선을 이용하여 정역학적 관
계를 유도하였다. 역나선의 방향과 위치에 따라, 
저자유도 평행구조 기구 다리의 강성을 모델링 하
였고, 66×  직교 강성행렬은 구동부 및 구속부의 
직교 강성행렬의 합으로 구성됨을 유도하였다. 개
발된 방법의 유효성을 증명하기 위하여, 3-UPU 평
행구조 기구의 강성해석을 수행하였다.  
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