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Abstract 

When structures are loaded by a combination of primary and secondary stresses, plasticity effects occur 
which cannot be evaluated by a simple linear addition of the effects resulting from the two independent stress 
systems. Thermal stress due to temperature gradient is classified as secondary stress. It is known that 
secondary stress is released as increase of plastic zone. In this paper, two and three dimensional elastic-plastic 
finite element analyses are performed for the cracked plates and pipes under combined thermal and 
mechanical loading. And V-factor is introduced to account for plasticity effect. The present results provide 
that V-factor is function of thermal factor and loading and is consistent regardless of geometry. We developed 
the prediction method of elastic-plastic fracture mechanics parameter under combined primary and secondary 
loading from the present results.  

1. 서 론 

 ASME 코드에서는 응력을 두 가지의 다른 종
류인 1 차 응력(Primary stress)과 2 차 응력
(Secondary stress)으로 분류하여 정의하고 있다.(1) 1
차 응력은 굽힘 모멘트나 인장 하중과 같은 일반
적인 기계 하중에 의한 응력으로, 항복강도 이상
에서 소성 붕괴 현상을 일으킬 수 있다. 1차 응력
과는 달리 2 차 응력은 온도 구배 등에 의해 주로 
발생되며, 소성 붕괴 현상을 일으킬 수 없다. 열 
응력과 잔류 응력은 대표적인 2차 응력이다. 

1 차 하중과 2 차 하중이 동시에 작용하는 경우, 
각각의 독립적인 하중의 결과를 선형적으로 더할 
수 없는 소성 영향이 발생하게 된다. 2 차 응력은 

하중이 작은(소성 영역이 작은) 경우에 J-적분(J-
integral)에 상당한 영향을 미치며, 소성 영역이 커
짐에 따라 완화되는 것으로 알려져 있다. 따라서 
J-적분의 계산시에 2 차 응력을 고려하는 것은 상
당히 어려운 문제이다. 만약 2 차 응력을 1 차 응
력으로 간주하면 J-적분 값은 너무 크게 계산되고, 
반대로 2 차 응력을 고려하지 않으면 J-적분은 작
게 나와 비보수적인 파괴역학 평가가 될 수 있다. 
본 논문에서는 소성 정도에 따른 2 차 응력의 

완화 현상을 정량화하기 위해 V-계수(Vfactor)를 
도입하였으며, 다양한 탄소성 유한요소해석을 통
해 V-계수를 정량화하였다. V-계수는 2 차 하중에 
의한 소성 영향을 고려하기 위한 매개변수로, V > 
1은 상승적인 소성 영향을 나타내는 것이고, V <1
은 2 차 하중의 소성 완화를 나타내는 것이다. 또
한 V = 0 는 2 차 하중의 영향이 모두 사라졌음을 
나타내는 것이다.(2, 3) 
본 논문의 목적은 1 차 및 2 차 복합 하중을 받

는 구조물에 대하여, 2 차 하중에 대한 V-계수로부
터 파괴역학 매개변수인 J-적분과 COD 의 정확한 
예측기법을 개발하는 것이다. V-계수의 계산을 위
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해 구조물과 균열의 형상, 1차 하중의 종류 및 크
기,  2차 하중의 크기 등을 고려하였다. 

 

2. 2차 하중을 고려한 J-적분 및 COD 

계산식 

1 차 하중만이 작용하는 경우에 대한 J-적분 값
은 참조응력법(Reference stress method)을 이용하여 
다음과 같은 간단한 식으로부터 구해질 수 있다.(4) 
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여기서, P
eJ 는 1 차 하중에 의한 J-적분의 탄성 

성분이며 oσ 는 항복강도이다. refσ (Reference stress)
는 참조응력으로 다음 식과 같이 나타낼 수 있다. 
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여기서, LP 과 LM 은 한계 하중(Limit load)과 한
계 모멘트(Limit moment)를 나타낸다. 또한 P와 M
은 작용 하중 및 모멘트이다. 

1 차 하중과 2 차 하중이 동시에 작용하는 경우
에는 1 차 하중에 대한 결과와 2 차 하중에 대한 
결과를 단순히 선형적으로 추가하여 J-적분을 계
산할 수 없다. 왜냐하면 하중 증가에 따른 2차 응
력의 소성 완화 현상을 고려해야 하기 때문이다. 
따라서 2 차 하중의 소성 완화 현상을 고려하기 
위해 V-계수를 도입하여 보정된 식으로부터 J-적
분을 계산하여야 한다. V-계수를 도입하여 보정된 
식은 다음과 같다. 
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여기서, 'E 는 평면응력(Plane stress)에서 'E E= , 
평면변형률(Plane strain)에서 2' /(1 )E E ν= − 이다. 

1 차 하중과 2 차 하중이 동시에 작용하는 경우
에 대한 J-적분은 식 (1)과 (3)으로부터 다음과 같
이 나타낼 수 있다. 
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식 (4)의 우측 마지막 항은 인장 물성에 해당
하는 것이고, , ,P S P

eJ K K 은 탄성 파괴역학의 해이
다. 따라서 V-계수만 알려진다면 J-적분은 계산될 
수 있다. 
본 연구에서는 다양한 경우에 대한 탄소성 유

한요소해석을 수행하여 V-계수를 구하였다. V-계수
를 식 (4)로부터 정리하여 나타내면 다음과 같다. 
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2 차 하중만이 작용하는 경우에 대한 V-계수를 
oV 로 정의하며, 다음과 같이 나타낼 수 잇다.(5) 
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oV 의 값은 2 차 응력의 크기가 매우 크지 않은 
경우에는 대략적으로 1 정도의 값을 갖는 것으로 
알려져 있다. 따라서 공학적 적용을 위해서는 oV
의 값을 1로 가정하는 것이 일반적이다. 하지만 2
차 하중의 영향이 클 경우에는 정확한 oV 의 값을 
측정하는 것이 필요하다. 
공학적인 적용을 위하여, / oV V 의 값에 대한 대

표 곡선(Master curve)를 도출하는 것은 유용하다. 
/ oV V 은 여러 가지 복합적인 인자들의 함수일 것
으로 추정할 수 있다. 본 연구에서는 / oV V 의 값을 
구하기 위해 구조물과 균열의 형상, 1 차 하중의 
종류와 크기, 2 차 하중의 크기 등을 고려하였다. 

/ oV V 의 값을 정량화하기 위해 다음과 같이 두 가
지 인자에 대한 함수로 요약하여 정리하였다. 

,
/

S

rP
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V Kf L
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    (7) 

여기서 /( / )S P
rK K L 은 1 차 하중과 2 차 하중의 

크기의 비를 정량적으로 나타낸 인자이고, rL 은 
임계하중과 적용하중의 비를 나타낸 것이다. 

COD의 경우에도 J-적분의 경우와 동일한 방법
에 의해 구해질 수 있다. 따라서 식 (7)에 의해 구
해진 V-계수와 식 (4)를 COD에 관한 항으로 바꾼 
식에 의해 2 차 하중을 고려한 COD 의 값도 계산
할 수 있다. 

1 차 및 2 차 복합 하중을 받는 구조물에 대한 
J-적분 및 COD 의 값을 계산하기 위한 공학적 적
용 방법은 다음과 같이 정리될 수 있다. 

 
1. /( / )S P

rK K L 의 값을 계산한다. 
2. oV 의 값을 필요에 따라 계산한다.  
3. 식 (7)로부터 V-계수를 계산한다. 
4. 식 (4)로부터 J-적분 및 COD를 계산한다. 
 

3. FE 해석 및 결과 

/ oV V 의 값을 정량화하기 위해 다양한 구조물 
형상과 하중에 대하여 2차원, 3차원 유한요소해석
을 수행하였다. 이장에서는 유한요소해석의 조건
과 과정, 결과에 대하여 언급할 것이다. 

 

3.1 FE 해석 조건 
식 (7)에 나타낸 / oV V 의 값을 유한요소해석으

로 구하기 위해서는 먼저 2 차 응력의 정도를 정
량화하는 인자인 /( / )S P

rK K L 의 값을 계산하여야 
한다. /P rK L 은 해석 대상 구조물의 형상과 1 차 
적용 하중의 종류, 그리고 임계하중의 크기로부터 
구할 수 있는 값이다. 또한 /P rK L 의 값은 적용 
하중의 크기와는 무관한 값이다. SK 는 열 하중만
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을 가했을 때의 응력확대계수(Stress intensity factor)
로 탄성 유한요소해석으로부터 구해질 수 있다. 

/P rK L 의 값과 임의의 온도분포에 대한 SK 의 값
이 결정되면, /( / )S P

rK K L  인자에 대한 임의의 값
을 위한 온도 구배가 결정될 수 있다. 본 연구에
서는 2 차 응력 정도 인자인 /( / )S P

rK K L 의 값을 
0.5, 1.0, 2.0, 5.0으로 분리하여 해석을 수행하였다. 
이러한 값들은 매우 포괄적인 온도 구배의 범위를 
포함하는 값들이다. 
식 (7)의 / oV V  값을 해석적으로 구하기 위해서

는 다음과 같은 3종류의 해석을 수행하여야 한다. 
 
- Thermal loading        oV  결정 
- Mechanical loading   
- Thermal + Mechanical loading    V  결정 
 
열 하중을 가하는 해석으로부터 oV 의 값을 결

정할 수 있으며, 기계하중만을 가한 해석과 열하
중과 기계하중을 동시에 가한 해석의 결과로부터 
V-계수 값을 결정할 수 있다. 모든 해석은 탄성 
유한요소해석과 탄소성 유한요소해석으로 구분되
어 수행된다. 
해석에 적용한 재료는 316L Stainless steel 이다. 

적용 재료에 대한 응력-변형률 곡선은 Fig. 1과 같
다. Table 1은 316L Stainless steel에 대한 물성치를 
요약하여 나타낸 것이다. 여기서 oσ 는 0.2% 항복
응력이다. 
탄소성 유한요소해석을 수행하기 위하여 상용

프로그램인 ABAQUS 6.4를 사용하였다.(6) 
 

3.2 다양한 구조물 형상에 대한 FE 해석 

3.2.1 해석 대상 1, M(T) 시편 
Fig. 2 는 M(T) 시편의 형상과 온도 분포를 나

타낸 것이다. 균열의 길이는 a/w = 0.2, 0.4로 하였
으며, 평면응력 조건과 평면 변형률 조건에 대하
여 해석을 수행하였다. 적용 온도 분포는 그림에
서와 같이 균열 길이 방향으로 비선형 온도 분포
를 가하였다. 하중은 전 절에서 설명한 바와 같이 
열 하중과 기계하중을 고려하여 적용하였다. 기계
하중은 인장 응력을 적용하였다. 

2 차 응력 정도 인자인 /( / )S P
rK K L 의 값은 0.5, 

1.0, 2.0, 5.0으로 하였다. M(T) 시편에 대한 /P rK L  
값은 다음과 같이 구해질 수 있다.(7) 

4 ( )
3

P

o
r

K F W a
L W

σ= −  (Plane strain)   

2 ( )
P

o
r

K F W a
L W

σ= −  (Plane stress)  (8) 

2 4

sec 1 0.025 0.06
4 2
a a a aF
W W w w
π π     = − +    

     
 

 
Fig. 1 Stress-strain data for 316L stainless steel 

 
Table 1 Material properties for 316L stainless steel 

Material E (GPa) oσ (MPa ν  ( )/ Cα °
316L 195.6 296 0.294 14.6E-6

 
 

 
Fig. 2 M(T) specimen and temperature distribution 

 
Fig. 3 FE results of plane strain middle cracked 

tension M(T) specimens with a/w=0.4 
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Fig. 3 은 균열 길이 a/w 가 0.4 인 평면변형률 
조건의 M(T) 시편에 대한 해석 결과를 나타낸 것
이다. 그림으로부터 / oV V 의 값은 /( / )S P

rK K L 의 
값과 하중의 함수인 rL 의 함수임을 알 수 있다. 

/( / )S P
rK K L 값이 상대적으로 작을 경우에, 적용하

중이 작은 영역에서 상승적인 소성 영향을 나타내
며, /( / )S P

rK K L 의 값이 상대적으로 커져감에 따라 
상승적인 영향은 사라짐을 알 수 있다. 또한 rL 의 
값이 대략 0.8 정도에서 / oV V 의 값은 급격히 감소
하기 시작하며 1.5 이상의 하중에서는 2차 응력에 
의한 영향이 거의 사라짐을 알 수 있다. 

 

3.2.2 해석 대상 2, 원주방향 표면 균열을 갖는 
파이프 (2-D) 
원주방향 표면 균열이 존재하는 파이프의 형상

과 온도 분포를 Fig. 4 에 묘사하였다. R/t = 10 인 
파이프의 내부에 균열이 존재하는 경우이며, 균열 
길이는 a/t =0.125, 0.25, 0.5로 구분하여 해석을 수
행하였다. 

 

 
Fig. 4 Internal circumferential cracked pipe and 

temperature distributions 

 
Fig. 5 FE results of internal circumferential cracked 

pipes 

해석에 적용한 온도 분포는 두 가지의 종류로 
하였다. 축 방향으로 온도 구배가 있는 경우와 반
경 방향으로 온도 구배가 있는 경우로 구분하여 
해석을 수행하였다. 두 경우에 모두 선형적인 온
도 구배를 가정하여 적용하였다. 기계 하중은 인
장 응력을 가하였다. 

2 차 응력 정도 인자인 /( / )S P
rK K L 의 값은 0.5, 

1.0, 2.0, 5.0 으로 하였으며, 원주방향 표면 균열을 
갖는 파이프에 대한 /P rK L  값은 다음과 같이 구
해질 수 있다.(8) 

2 2( )

P
o
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o o o i

K Pa F
L A

P R R a

π

πσ

=

 = − + 

    (9) 

oR oP Pγ= ,  
2

0.96 0.23 1.26a a
t t

γ    = − +   
   

 (10) 

여기서, oRP 은 최적참조하중으로 무차원 상수 
γ 와 임계 하중 oP 을 이용하여 정의될 수 있다. 
또한 무차원 상수 γ 는 균열 길이의 함수이다. 

Fig. 5는 축 방향 온도 구배가 존재하는 경우에 
a/t = 0.25 인 파이프에 대한 해석 결과를 나타낸 
것이다. 그림으로부터 /( / )S P

rK K L 의 값에 따른 경
향은 전 절의 M(T) 시편의 경우와 동일함을 알 
수 있다. 그리고 하중의 비인 rL 의 크기가 대략 
1.2 이후로는 2차 하중의 크기에 관계없이 동일한 
곡선을 따르며 약 1.5 이후로는 2 차 하중에 의한 
영향은 거의 사라짐을 알 수 있다. 

 

3.2.3 원주방향 관통균열을 갖는 파이프 (3-D) 
원주방향 관통 균열이 존재하는 파이프의 형상

과 온도 분포를 Fig. 6에 묘사하였다. R/t = 5, 10인 
파이프에 두께 방향으로 관통 균열이 존재하는 경
우이며, 균열의 길이는 /θ π =0.125, 0.25 로 구분하
여 해석을 수행하였다. 
해석에 적용한 온도 분포는 두 가지의 종류로 

하였다. 그림에서 묘사한 바와 같이 y 축 방향으
로의 온도 구배가 존재하는 경우와 x 축 방향으로 
온도 구배가 존재하는 경우로 구분하여 해석을 수
행하였다. 적용된 1차 하중은 굽힘 모멘트이다.  

2 차 응력 정도 인자인 /( / )S P
rK K L 의 값은 0.5, 

1.0, 2.0, 5.0 으로 하였으며, 원주방향 관통 균열을 
갖는 파이프에 대한 /P rK L  값은 다음과 같이 구
해질 수 있다.(9) 

2

14 cos sin
2 2

P
L

m
r m

m o

K M R F
L R t

R F

π θ
π

θ θσ θ
π

=

  = −    

  (11) 

oR LM Mγ= , 
2

0.82 0.75 0.42θ θγ
π π
   = + +   
   

 (12) 

여기서, oRM 은 최적참조하중으로 무차원 상수 
γ 와 임계 하중 oM 을 이용하여 정의될 수 있다. 
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또한 무차원 상수 γ 는 균열 길이의 함수이다. 
Fig. 7 은 / 10, / 0.125R t θ π= = 인 파이프에 축 방

향온도 구배가 존재하는 경우에 대한 해석 결과이
다. 2 차 하중의 크기에 따른 경향은 3.2.1 과 3.2.2

의 결과와 동일하다. 하중의 비인 rL 에 따른 경향

도 전 절들의 결과와 동일함을 알 수 있다. rL 의 
값이 약 1.5 이후로는 2차 하중에 의한 영향은 거
의 사라짐을 알 수 있다. 

 

 
Fig. 6 Circumferential through wall cracked pipe and 

temperature distributions 

 
Fig. 7 FE results of circumferential through wall 

cracked pipes 
 

4. 결과 및 고찰 

4.1 2-D 해석 결과 
Fig. 8 은 /( / )S P

rK K L 의 값이 1 인 경우에 대한 
2 차원 유한요소해석의 결과를 종합하여 나타낸 

것이다. M(T) 시편에 대한 4 가지의 해석과 2 차원 
파이프에 대한 6 가지 해석의 결과를 종합한 것이
다. Fig. 9는 /( / )S P

rK K L 의 값이 2인 경우에 대한 
2 차원 유한요소해석의 결과를 종합하여 나타낸 
것이다. Fig. 8 과 같이 10 가지 해석의 결과를 종
합한 것이다. 

Fig. 8, 9로부터 / oV V 의 값은 각각의 2차 응력
의 크기에 대해 하중의 함수로 정량화할 수 있음
을 알 수 있다. 각각의 경우에 대한 가능한 공학
적 적용 대표 곡선은 그림에 표시한 바와 같이 구
할 수 있다. 두 경우에 모두 하중의 함수 비가 
0.75 일 때가지는 상승적인 값을 나타내고, 약 0.8 
~ 0.9 정도의 값에서 / oV V 의 값은 다시 1 이 되며, 
대략 1.5 정도의 하중 비에서는 2 차 응력에 의한 
영향은 거의 사라짐을 알 수 있다. 
이러한 근사적인 공학적 적용을 위한 대표 곡

선으로부터 파괴역학 매개변수인 J-적분과 COD
의 값을 식 (4)로부터 구할 수 있다. 

 
Fig. 8 FE results of 2-dimentional structures for 

secondary stress level of 1 

 
Fig. 9 FE results of 2-dimentional structures for 

secondary stress level of 2 
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4.2 3-D 해석 결과 
Fig. 10은 /( / )S P

rK K L 의 값이 1인 경우에 대한 
3 차원 유한요소해석의 결과를 종합하여 나타낸 
것이다. /mR t의 값이 5, 10이고 /θ π 의 값이 0.125
와 0.25 인 경우에 대한 8 가지 해석의 결과를 종
합하여 나타낸 것이다. Fig. 11는 /( / )S P

rK K L 의 값
이 2 인 경우에 대한 3 차원 유한요소해석의 결과
이다. Fig. 10 과 같이 8 가지 해석의 결과를 종합
한 것이다. 

Fig. 10, 11의 결과로부터 3차원 해석의 경우에
도 각각의 2 차 응력의 크기에 대해 하중의 함수
로 정량화할 수 있음을 알 수 있으며, 2차원의 경
우보다 좀더 유사한 경향을 보임을 확인할 수 있
다. 두 경우에서 모두 적용하중이 한계하중과 같
아지는 함수의 비에서 / oV V 의 값은 대략 0.6 정도
를 갖고, 약 1.5 이상의 하중의 비에서는 2 차원 
해석의 경우와 마찬가지로 2 차 응력의 영향은 거
의 사라짐을 알 수 있다. 

2 차원 해석의 경우와 같이 해석의 결과로부터 
도출된 공학적 적용을 위한 대표 곡선으로부터 파
괴역학 매개변수인 J-적분과 COD 의 값을 식 (4)
로부터 구할 수 있다. 

 
Fig. 10 FE results of 3-dimentional structures for 

secondary stress level of 1 

 
Fig. 11 FE results of 3-dimentional structures for 

secondary stress level of 2 

5. 결 론 

1 차 및 2 차 복합하중을 받는 구조물에 대하여 
탄소성 파괴역학 매개변수인 J-적분과 COD 를 예
측하기 위하여 V-계수를 도입하였으며, 다양한 탄
소성 유한요소해석을 수행하여 공학적 적용을 위
한 예측 기법을 개발하였다. 다음은 본 연구로부
터 얻어진 결과이다. 

1. / oV V 의 값은 2 차 하중의 크기에 관한 인자
인 /( / )S P

rK K L 의 값과 하중의 비인 rL 의 값에 대
한 함수로 정량화할 수 있다. 

2. / oV V 의 값은 하중이 증가함에 따라 감소하
게 되며, rL 의 값이 약 1.5 정도에서 2 차 하중의 
영향은 거의 사라진다. 

3. / oV V 에 대한 대표 곡선으로부터 파괴역학 
매개변수인 J-적분과 COD 의 값을 예측하기 위한 
공학적 적용 기법을 개발하였다. 
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