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Abstract 

We propose a 2D `crack' element for the simulation of propagating crack with minimal remeshing. A regular finite 
element containing the crack tip is replaced with this novel crack element, while the elements which the crack has 
passed are split into two transition elements. Singular elements can easily be implemented into this crack element to 
represent the crack-tip singularity without enrichment. Both crack element and transition element proposed in our 
formulation are mapped from corresponding master elements which are commonly built using the moving least-square 
(MLS) approximation only in the natural coordinate. In numerical examples, the accuracy of stress intensity factor KI is 
demonstrated and the crack propagation in a plate is simulated. 

1. 서 론 

유한요소법은 여러가지 장점들에도 불구하고, 
연속적인 요소망의 재구성이 필요한 이유로 균열 
진전과 같은 문제에 어려움을 겪고 있다. 이러한 
요소망 재구성의 어려움을 극복하기 위해 인리치
드 무요소법(enriched meshfree method)이 개발되어 
균열진전 문제에 적용되었다. 이러한 방법은 함
수근사에 있어 요소망을 사용하지 않으므로, 불
연속면의 이동, 특히 균열진전과 같은 문제에 장
점을 가지게 된다. 그러나 무요소법은 균열선단
에서 나타나는 해의 특이성을 정확히 표현하기 
위해서 그 해를 표현하는 기저의 추가가 필요하
며, 균열이 진전함에 따라 함수를 다시 만들어야 
하므로, 이것은 엄청난 양의 계산시간을 요구하
는 방법이다. 최근에 제안된 확장 유한요소법
(XFEM, extended finite element method)(1),(2)은 유한
요소법에 기반을 둠에도 불구하고, 요소망의 재
구성이 필요없는 방법이다. 불연속을 표현하기 

위해 확장 유한요소법은 균열선단의 기저 부유화
(the enrichment of basis)와 균열면을 포함하는 요소
들의 형상함수의 수정이 필요하다. 그러므로, 이 
또한 균열이 진전함에 따라 형상 함수들의 새로
운 계산들이 필요하게 된다. 본 연구에서는 새로
운 균열 유한요소를 제안하여, 균열을 포함하는 
요소는 균열 유한요소로 표현하고, 균열이 지나
간 요소는 불연속성을 표현하기 위한 형상함수의 
수정 대신에, 두개 또는 그 이상의 변이요소
(transition element)로 교체한다. 이것은 균열면이 
자연스럽게 하중자유(traction-free) 경계조건을 만
족하여, 유한요소법의 전형적인 수식화를 그대로 
적용할 수 있다. 게다가 본 연구에서 제안한 방
법은 균열 유한요소 자체가 특이요소(singular 
element)의 특성을 가지고 있어서 변위장의 특이
성을 표현하기 위해 기저의 부유화를 거치지 않
아도 된다. 이것은 모든 형상함수들이 마스터 요
소에서 실제 요소로 사상(mapping)되어 사용될 
수 있다는 것을 의미하며, 이것은 계산시간의 절
약을 의미한다. 본 연구에서는 균열요소와 변이
요소의 마스터 요소들을 최소 이동제곱 근사를 
이용하여 만들었다. 이것은 최소 이동제곱 근사
를 자연좌표계에서 적용하였다는 말로, 실제 좌
표계에서 적용하는 일반적인 무요소법이나 확장
유한요소법과는 엄격히 구분 되어진다. 다시 말
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해, 본 연구에서 사용되는 최소 이동제곱 근사는 
마스터 요소를 만들때만 사용되고, 실제 요소에 
적용될때는 전형적인 유한요소처럼 사상을 사용
한다. 또한 본 연구의 방법은 경계요소가 사용되
지 않고, 균열선단에서 적응적 요소망 구성이 없
다는 점에서 최근에 발표된 경계면 요소법(IEM, 
interface element method) (3)을 이용한 균열진전 해
석과도 구별된다. 그러므로, 본 연구는 지금까지 
보고된 균열진전 해석기법들보다 매우 효율적이
라 말할 수 있다. 본 연구는 다음과 같이 구성된
다. 제 2 장은 변이요소와 균열요소의 구성방법
과 균열진전 알고리즘에 대하여 설명하고, 제 3 
장에서는 균열요소를 사용하여 얻은 mode I 균열
의 응력 집중 계수 계산 결과와 임의의 하중 조
건에서 선형재료의 균열 진전 해석결과를 보인다. 
제 4 장에서는 본 연구의 결론을 말한다. 

2. 균열요소와 변이요소 

본 연구에서 사용하는 변이요소와 균열요소는 
자연좌표계에서 최소이동제곱근사를 이용하여 만
들어 진다. 이렇게 만들어진 변이요소와 균열요소
는 전형적인 유한요소와 마찬가지로, 적분점에서
의 형상함수 값과 그 미분값 만을 이용하여 실제 
좌표계로 사상하여 사용된다. 본 연구에서 사용되
는 변이요소는 2 차 9 절점요소를 바탕으로 한 변
에 절점들이 추가되는 경우, 요소간의 적합성과 
연속성을 만족하도록 만들어진다. 그림. 1 과 같이 
요소의 한 변에 절점이 2개 추가 되는 경우, 다음
과 같이 적을 수 있고, 그림. 2 와 같이 표현되는 
가중함수를 사용하여 이동 최소제곱 근사를 하면, 
그림. 3 와 같은 형상함수들이 만들어 진다. 이 형
상함수들은 요소 경계에서 요소간의 적합성과 연
속성을 만족시키는 모양을 갖게 된다.  

 
( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 101211 WWw =  

( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 32122 WWw =  

( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 23433 WWw =  

( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 104344 WWw =  

( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 75255 WWw =  

( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 261066 WWw =  

( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 57377 WWw =  

( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 18188 WWw =  

( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 49299 WWw =  

( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 41021010 WWw =  

( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 11121111 WWw =  

 
이 때, ( )ξξξ ,, esW 는 432 3861 DDD −+−

이고,  eseD ξξξξ −−= / 이다. 위의 가중함

수를 사용하여 형상함수를 구할 때, 이동 최소제
곱 근사에 사용하는 기저는 ]1[ 22 xyyxyx=p
이다.  
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Fig. 1 A transition element with (9+2) nodes. 

 
Fig. 2 Weight functions used for the transition 

element with (9+2) nodes. 

마찬가지로, 그림. 1 보다 절점이 2 개 더 추가
되는 경우는 그림. 4 와 같고, 이 경우, 다음과 같
이 적을 수 있고, 그림. 5와 같이 표현되는 가중함
수를 사용하면, 그림. 6과 같은 형상함수들은 만들 
수 있다.  

 
( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 121211 WWw =  

( ) ( )ηηηξξξ ,,,, 32122 WWw =  
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Fig. 3 Shape functions for the transition element with 

(9+2) nodes. 
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Fig. 4 A transition element with (9+4) nodes. 

 
Fig. 5 Weight functions used for the transition 

element with (9+4) nodes. 

 
Fig. 6 Shape functions for the transition element with 

(9+4) nodes. 

본 연구에서 사용한 균열요소는 그림. 7과 같이 
한 변에서 균열이 시작되어 요소의 중앙에 균열
선단을 갖는 모양이며, 균열선단 오른쪽의 5개의 
절점들은 특이요소의 특성을 갖도록 실제 영역에 
사상할 때, 1/4 지점으로 사상하여 사용한다. 사용
되어지는 가중함수는 그림. 8 과 같이 표현된다. 
이 가중함수를 이용하여 구한 형상함수는 그림. 9
와 같고 이것은 변이요소와 마찬가지로 요소간의 
연속성과 적합성을 만족하는 요소이다. 균열요소 
또한 변이요소와 마찬가지로 절점이 추가된 경우
는 그림. 10과 같이 정의하여 형상함수를 구한다. 
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Fig. 7 A crack element with (23+4) nodes 

 
Fig. 8 Weight functions used for the crack element 

with (23+4) nodes. 

 

3. 결과 

그림. 11 과 같은 edge-crack plate 의 경우, 균열
을 10 개의 step 으로 진전시키며 응력 집중 계수, 

IK 을 계산하여 정해(4)와 비교하였다. 모델은 균
열요소를 포함하여 861개의 요소이다. 그림. 12는 
step 1, 6, 10에서의 y 방향 응력 contour이다. 그림. 
13 은 정해의 응력 집중 계수와 영역 보존적분을 
이용한 계산된 응력 집중 계수의 비교 그래프이다. 
각각 균열 선단에서 균열과 평행 또는 직각인 방

향으로 요소의 2 배 크기에서 4 배 크기의 영역을 
정해 보존적분을 행하였다. 그림. 14 의 double 
cantilever beam 의 경우, 균열 선단에 각각 0.025, 
0.05, 0.1(rad)의 각도를 가지는 균열이 존재할 때(1), 
그림. 15 와 같은 균열 진전 그래프를 얻을 수 있
다. 균열 진전 방향의 결정은 최대 원주 하중 기
준을 사용하였으며, 그 계산에 있어 모드 분리에 
효율적으로 알려진 두 상태 보존적분을 사용하였
다(5~8). 

 
Fig. 9 Shape functions for the crack element with 

(23+4) nodes. 
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Fig. 10 A crack element with (23+8) nodes. 

4. 결론 

 본 연구에서 제안한 균열요소를 사용하여 균열 
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진전을 해석하는 경우, 균열 진전에 의한 형상의 
변화로 인한 수정은 균열면에 새로운 절점의 추가
만으로 해결된다. 이러한 해석 결과로 볼 때, 본 
연구는 균열 진전과 같은 불연속성이 움직이는 모
델링을 위한 다른 스킴들보다 보다 효율적인 방법
이라 하겠다.  

σ

 
Fig. 11 Edge-crack model. 

 
Fig. 12 Contour plots of edge-crack model at step 1, 

6 and 10. 
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Fig. 13 Calculated stress intensity factors and the 

exact value 
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Fig. 14 Double cantilever model. 
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Fig. 15 Path of crack growth for the kinked cracks. 

 

 
Fig. 16 Contour plot of final configuration of 0.1(rad) 

kinked crack growth in DCB. 
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