
1. 서 론

산업설비나 구조물에서 발견되는 균열의 많은 

경우는 삼차원 균열이므로 균열을 묘사하고 해석

을 수행하는 데에 많은 어려움과 특유의 복잡성

이 수반된다. 이러한 점을 극복하기 위한 시도로

서, 이차원 균열을 균열전위의 연속된 분포로 나

타냄으로써 균열문제를 편리하게 해석할 수 있었

던 것과 같이 삼차원 균열에 대해서도 이와 유사

한 방법을 적용하려는 시도가 일찍부터 있어 왔

다.(1∼3)

특히 Wiles와 Curran(4)은 변위의 불연속을 이용

하여 공동(cavity)과 균열문제를 해석하였다. 그들

은 공동과 균열을 몇 개의 표면요소(surface 
element)로 나누고 각 표면요소에서는 균일한 변

위의 불연속을 갖는다고 가정하여 해석하였고, 
Murakami 등(5)은 체적력법(body force method)를 

사용하여 임의 형태의 표면균열들을 해석하였다. 
이러한 해석에 있어서 어려운 점은 적분방정식

의 커널에서 나타나는 특이성이다. Keat 등(6)은 

이러한 특이성을 제거할 수 있는 적분 방법을 제

안하였고, Li와 Mear 등(7,8)은 변위의 불연속에 대

한 감소된 특이성을 갖는 대칭형의 적분방정식을 

제시하고 여러 형태의 삼차원 균열에 대하여 정

확한 응력강도계수를 얻을 수 있다고 하였다. 이
와 아울러 Nishioka와 Atluri(9)는 유한요소 교호법

(finite element alternating method, FEAM)을 이용

하여 타원형의 표면균열 또는 모서리 균열 등의 

다양한 형상을 갖는 삼차원 균열의 해석방법을 

제안하였으며, Nikishkov 등(10)은 대칭 Galerkin 경
계요소법을 이용하여 원형과 타원형의 평면 및 

비평면 삼차원 균열의 성장을 해석하였다.

유한요소 교호법을 이용한 무한 물체에 존재하는 임의 형상의 
삼차원 균열 해석
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유한요소 교호법은 유한요소모델에 균열을 포

함시킬 필요가 없으므로 모델링이 간단하면서도 

균열선단 근처에서 정확한 응력 또는 변위장을 

구할 수 있는 장점이 있다. 또한 이러한 장점으

로 인해 피로균열 성장을 시뮬레이션 할 경우에

도 균열성장에 따른 유한요소격자의 재구성이 필

요하지 않게 되어 보다 쉽게 해석을 수행할 수 

있다. 본 연구에서는 이러한 유한요소법의 장점

과 이론해석의 장점을 조합한 유한요소 교호법을 

이용하여 무한 물체 내에 존재하는 임의의 형상

을 갖는 삼차원 균열 문제와 피로에 의한 삼차원 

균열의 성장을 예측하였다.

2. 유한요소 교호법의 이론해

2.1 변위의 불연속법

무한 물체 내에 임의의 형태의 삼차원 균열이 

존재한다고 하고 균열면 상에는 임의의 트랙션이 

작용하는 경우 균열면에는 트랙션에 의하여 변위

의 불연속이 발생하게 된다. 이러한 변위의 불연

속에 의하여 발생되는 응력과 변위는 다음과 같

다. 

σ ij( x) =
⌠
⌡
⌠
⌡Sc
G ijk( x, ξ)Dk( ξ) dξ1dξ2  (1)

u i( x) =
⌠
⌡
⌠
⌡Sc
F ij( x, ξ)Dj( ξ) dξ1dξ2   (2)

또한 식 (1)로부터 균열면 상에 작용되는 트랙

션과 변위의 불연속과의 관계를 다음 식과 같이 

표현할 수 있다.

t i( x) =
⌠
⌡
⌠
⌡Sc
G ij( x, ξ)Dj( ξ) dξ1dξ2    (3)

따라서 배열점 x에 대하여 주어진 트랙션을 

만족하는 변위의 불연속을 구하면 문제의 해를 

구하는 것이 된다. 
식 (3)의 적분을 위하여 Fig. 1과 같이 균열면

을 N개의 요소로 나누고 각각의 균열요소를 

S1c, S
2
c …, SNc으로 나타내기로 하자. 식 (3)의 

적분을 각 균열요소에 대하여 행함에 있어서 x

와 ξ가 동일한 요소 내에 존재하지 않는 경우는  

    Fig. 1 A crack face in an infinite plane. 

커널은 특이성을 갖지 않으므로 적분에 어려움이 

없다.
따라서 일반적인 Gaussian형태의 적분공식을 사

용함으로써 적분값을 구할 수 있다. 그러나 x와

ξ가 동일한 요소 내에 존재하는 경우는 커널은 

1/R 3형태의 특이성을 가지므로 적분을 행하기

가 쉽지 않다.
 이러한 어려움을 극복하기 위하여 Keat 등(6)은 

다음과 같은 방법을 제시하였다. 균열을 포함하

는 어떤 무한 평면 ST를 고려한다. 본 문제의 

경우 x3= 0면을 ST로 취할 수 있을 것이다.

 만약 ST면 전체에 걸쳐서 일정한 값 Doj  

( j= 1 ,2 ,3)의 변위의 불연속을 가정한다면 이

는 단순히 ST면에 의하여 구분되는 두 반무한체

를 Doj만큼  강체이동 시킨 결과가 될 것이고, 
강체이동이므로 이에 의해서는 균열면을 포함한 

두 반 무한체의 어느 곳에서도 응력이 발생되지 

않을 것이다. 따라서 이러한 원리에 의해 특이성

이 높은 항을 제거하는 과정을 거치면 배열점

(collocation point) x가 임의의 균열요소 S
k
c내에 

있다고 할 때, 식 (3)은 다음과 같이 쓸 수 있다.

t i( x) =
⌠
⌡
⌠
⌡Skc

G ij( x, ξ) [ Dj( ξ)-Dj( x) ] dξ1dξ2   

       +
⌠
⌡
⌠
⌡Sc- S

k
c

G ij( x, ξ) Dj( ξ) dξ1dξ2     

     - Dj( x )
⌠
⌡
⌠
⌡ST- S

k
c

G ij( x, ξ) dξ1dξ2  (4)

이때의 각 균열요소 내에서의 국부좌표를

(ξ, η) 라고 하면 변위의 불연속은 다음과 같이 

적절한 형상함수(shape function)로 나타낼 수 있
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다.  그러면 요소 내에서의 변위의 불연속은 다

음과 같이 표현된다:

D j(ξ,η) = N (ξ,η) D
o
j .          (5)

여기서 ξ와 η는 요소 내에서 각각 -1에서 1
까지의 값을 가진다.

식 (4)의 적분방정식을 풀기 위해, 이론적인 방

법  또는 수치적인 방법을 사용하여 각각의 항을 

정확하게 적분해야 한다. 그런데 배열점 x가  균

열요소 내에 존재한다고 하면 모드 I에서는 커널 

Gij가 1/R 3의 특이성을 가지게 되어 다음과 같

은 함수들을 적분해야 한다.

x

R 3
,  

y

R 3
,  
x 2

R 3
,  
xy

R 3
,  

y 2

R 3

다음으로, 식 (4)의 우변 두 번째 항의 적분은 

무한평판 ST-S
k
c에 대한 적분이므로 적분에 어려

움이 수반되는 면적적분 대신 선적분을 행함으로

써 간단히 적분을 행할 수 있다. 
다음으로 응력강도계수의 계산을 위해, 편의상 

ξ = -1에 해당되는 변이 균열선단이 되는 임의

의 균열요소를 고려하자. 그리고 ξ = -1에 해

당하는 변상의 임의의 한 점을 A점이라 하면, A
점 근처에서의 미소변위 dr은, 

dr=
∂r
∂ξ
dξ+

∂r
∂η
dη.            (6)

또한,

dr= J ξdξ  or  r 1= J ξ ξ1.        (7)

여기에서 ξ=-1+ξ1이고, r= r 1이다. ξ1과 

r 1은 A점 근처에서만 적용될 수 있는 좌표이고, 

이때의 변위의 불연속 D 3은 다음과 같이 나타낼 

수 있다:

D 3 (ξ1,ηA) =
ξ1
2 [
1-ηA
2

Do31+
1+ηA
2

Do34]  (8)

D 3(ξ1,ηA)=
r 1
2 J ξ [

1-ηA
2

D
o
31+

1+ηA
2

D
o
34] (9)

평면변형조건에서 2차원 균열의 변위 2v는,

 2v= 8(1-ν
2)
KI
E

r
2π            (10)

 이고, 식 (9)와 식 (10)을 비교하면 응력강도계

수는 다음 식과 같이 된다.

KI=
πE

8(1-ν2) J ξ
[
1-ηA
2

Do31+
1+ηA
2

Do34]  

                             (11)

2.2 대칭 Galerkin 경계요소법

무한 물체 내에 임의 형태의 삼차원 균열이 존

재하고 균열면 상에는 임의의 표면력(traction)이 

작용한다고 하면, 이때 균열은 변위의 불연속의 

연속된 분포로 나타낼 수 있다.
  Li와 Mear 등(7,8)은 균열에 대하여 다음 식과 

같은 낮은 특이성(weakly singular)을 가진 경계적

분 방정식(boundary integral equation)이 만족됨을 

보였다.

-⌠⌡S
⌠
⌡S
D αu

*
i (z)C αiβj (ξ-z)D βu j(ξ)dS(ξ)dS(z)=

      
⌠
⌡S
u*k(z)t kdS(z)           (12)

여기서 ui는 균열면에서의 변위 불연속의 성

분, u*i는 시험함수(test function)의 성분, t k는 균

열면 S에 작용되는 표면력 성분이다.  또한,

C αiβj(ζ)=
μ

4π(1-ν)r
[ (1-ν)δ iαδ jβ+2νδ iβδ jα

        -δ ijδ αβ-
ζ iζ j

r 2
δ αβ]            (13)

이다. 여기서 ζ=ξ-z, r 2(ζ)=ζ iζ i, μ는 전단

탄성계수, ν는 푸아송비이고, D α는 접선 연산자

(tangential operator)로 다음과 같이 정의된다.
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   D α=
1
J ( ∂∂η 1

∂x α
∂η 2
-
∂
∂η 2

∂x α
∂η 1 )       (14)

여기서 η 1, η 2는 균열면 상에서의 좌표이고,  

J=| s×t |, s는 η 1방향의 접선벡터, t는 η 2방향

의 접선벡터이다. 
균열면을 몇 개의 경계요소로 나누고 요소 내

에서의 변위 및 표면력은 다음 식과 같이 절점들

에서의 값과 형상함수로 나타낼 수 있다고 한다. 

    ui=N αu iα,  f i=N αf iα.           (15)
   

여기서 u iα와 f iα는 각각 절점에서의 변위와 

표면력 값이다. 시험함수로 형상함수를 사용하고 

식 (15)를 이용하면 식 (12)는 다음과 같이 된다.

-⌠⌡S
⌠
⌡S
C αiβjD αNa(z)D βNb(ξ)dS(ξ)dS(z)u jb=

          
⌠
⌡S
N aNq(z)dS(z) t iq           (16)

식 (16)의 해석을 통하여 각 균열 절점에서의 

변위의 불연속을 구한 후 이들 값과 응력강도계

수의 관계로부터 각 모드에서의 응력강도계수를 

계산한다. 식 (16)은 각 균열요소에 대하여 이중

적분을 계산하여야 한다. 그런데 각각의 균열요

소의 관계가 서로 동일한 요소이거나, 에지를 맞

대고 있거나, 요소의 모서리를 맞대고 있는 경우

는 피적분함수에 특이성이 나타나므로 적분에 어

려움이 있다. 이러한 적분의 어려움은 적절한 좌

표변환을 통하여 해결할 수 있다.(4) 

3. 유한요소 교호법

무한 물체 내에 존재하는 임의 형태의 삼차원 

균열에 대한 유한요소 교호법은 다음과 같은 단

계로 해석이 이루어진다;
(1) 우선 주어진 문제에 대하여 균열이 포함되

지 않은 FEM 모델을 만들고 주어진 외부하중을 

가하여 균열 위치에서의 응력을 구한다. 
(2) 다음으로 균열면에서의 표면력을 없애기 위

하여 단계 (1)에서 구해진 표면력의 역이 가해지

는 균열에 대한 문제를 대칭 Galerkin 경계요소법

을 사용하여 해석한다. 

(3) 위의 두 단계에서 구해진 응력장 또는 변위 

장을 더할 경우에 균열면에서의 경계조건은 만족

되지만 균열면을 제외한 경계면에서의 경계조건

은 만족되지 않으므로 경계면에서의 응력과 경계

면 상의 각 절점에 대한 잔류하중을 계산한다.
(4) 다시 단계 (1)에서 고려하였던 FEM모델에 

단계 (3)에서 구한 잔류하중의 역을 가하여 FEM
해석을 행한다. 

(5) FEM해석을 통해 얻어진 응력에 대응하는 

균열 위치에서의 응력을 구한다. 이때 응력의 크

기가 아주 작은 경우는 반복계산을 중단하고, 그
렇지 않으면 단계 (2)로 다시 간다.

(6) 각 단계에서의 응력강도계수, 변위, 응력 등

을 더한 값이 해가 된다.

4. 해석결과 및 고찰

4.1 무한 물체 내에 존재하는 삼차원 균열 

본 논문에서 제안한 방법의 정확성과 효율성을 

검증하기 위하여 먼저 무한 물체 내에 존재하는 

몇몇 형상의 삼차원 균열에 대하여 변위의 불연

속을 이용한 방법과 대칭 Galerkin 경계요소법을 

이용한 유한요소 교호법을 이용하여 해석하고 기

존의 해석결과와 비교하였다.
먼저, 원형 균열(penny-shaped crack)에 대한 해

석을 변위의 불연속과 대칭 Galerkin 경계요소법

을 이용하여 균열 선단에서 구한 응력강도계수를 

정규화하여 Fig. 2와 3에 나타냈다. 두 방법 모두

에서 구해진 응력강도계수는 균열 메쉬의 수가 

증가할수록 이론해에 근접하는 것을 알 수 있다. 

Fig. 2 Variation of SIFs according to the 
      number of crack elements. 
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   Fig. 3 SIFs for a penny-shaped crack.
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   Fig. 4 SIFs for an elliptical crack.
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Fig. 5 SIFs for a rectangular crack in an 
       infinite body.
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다음으로 무한 물체 내에 존재하는 타원형 균

열을 해석하였다. 균열은 60개의 요소들과 205개
의 절점으로 이루어져 있으며, 균열의 형상은 타

원형이므로 장축과 단축의 비 a/b 를 기준으로 

하여 각각 0.5, 1.0, 2.0의 3가지로 하여 해석을 

수행하였다. 무한 물체 내에 존재하는 타원형 균

열의 해석결과는 Fig. 4에 정규화된 응력강도계수 

값으로 표현하였다. 결과에서 보듯이 일부 균열

요소의 모서리가 균열선단과 수직을 이루지 못하

는 구간을 제외하면, 비교를 위해 고려된 이론해

와 본 해석에서 구해진 해가 잘 일치하는 것을 

알 수 있다. 
다음으로 무한 물체 내에 존재하는 직사각형 

균열을 고려하였다. 해석에서 고려된 직사각형 

균열들의 요소 수는 각각 40, 56, 72, 그리고 96
개로 하였으며, 타원형 균열에서와 마찬가지로 

장축과 단축의 비( b/a)를 기준으로 0.25에서 1.0
까지 4개의 단계로 구분하여 해석하였다. 

직사각형 균열에 대한 해석결과는 Fig. 5에 나

타나 있으며, Murakami와 Nemat-Nasser의 결과와 

비교할 때 잘 일치하는 것을 알 수 있다.(11) 

4.2 삼차원 균열의 성장 해석 

반복되는 단순인장하중 하에서의 삼차원 균열

에 대한 피로성장을 해석하기위해 Fig. 6과 같은 

형상을 갖는 무한 물체 내에 존재하는 직사각형

의 평면 균열을 고려하였다. 직사각형 균열의 장

축과 단축의 비 a/b 는 2.0이고 균열모델은 56개
의 사각형 요소로 이루어져 있다. 균열성장을 시

뮬레이션하기 위한 균열성장식으로는 Paris 식을 

사용하였다. 

 
da
dN
=C( ΔK ) n              (17)

여기에서 da/dN 은 반복하중에 대한 균열성장

률이며, 재료상수로는 폭넓은 범위의 기계구조용 

강(steel)에 대해 제안된 C=3.0×10- 13 , n=3.0
을 적용하였다. da/dN과 ΔK의 단위는 각각 

m/cycle과 MPa m이다.
직사각형의 초기균열을 해석하기 위하여 우선 

균열선단의 각 절점에서의 응력강도계수를 계산

해야 한다. 일단 각 절점에서의 응력강도계수가 

계산이 되면 그 응력강도계수에 따라 균열 성장

식에 의해 구해진 da max의 값만큼 본래의 위치

에서 증분에 따라 균열선단을 이동시킴으로써 성

장한 균열의 형상을 결정하게 된다. 
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Fig. 6 Rectangular inner crack under tension in 
       an infinite body.

Fig. 7 Growth of a rectangular crack under cyclic 
      loading condition.
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이런 과정에 의해 초기균열로 고려된 무한 물

체 내에 존재하는 직사각형 평면 균열은 반복하

중에 의한 성장을 하여 형상의 변화를 가져오게 

된다. 즉 균열선단에서 구해지는 응력강도계수는 

각각 네 변의 중앙부에서 크게 나타나므로, 균열 

성장 인자인 응력강도계수의 증분 ∆K   의 값도 

증가하여 다른 부분보다 많은 성장을 한다. 결국 

초기의 직사각형 균열은 Fig. 7에서와 같이 점차 

타원형 균열로 성장하였다. 

5. 결론

무한 물체와 유한 물체 내에 존재하는 임의의 

형상을 갖는 삼차원 균열에 대한 응력강도계수를 

구하기 위해 유한요소 교호법을 확장하였다. 유
한요소 교호법은 고려하는 문제에 대한 이론해와 

유한요소법을 번갈아 사용하므로 삼차원 균열의 

해석을 간단하고 효율적으로 수행할 수 있음을 

확인하였다. 
무한 물체 내에 존재하는 원형, 타원형 및 직

사각형 균열 문제에 대하여 해석한 결과, 균열선

단에서의 응력강도계수는 균열 요소의 수나 장축

과 단축의 길이비 등에 영향을 받지만 전체적으

로 기존의 이론해 또는 비교해와 잘 일치하였다. 
또한 무한 물체 내에 존재하는 직사각형 균열에 

대한 피로 균열 성장 해석을 하였다. 반복하중에 

의한 시뮬레이션 결과 직사각형 균열은 타원형 

균열로 성장하였다.
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