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Abstract 

The growth of the critical size bubble by diffusion process in viscoelastic medium was treated by an 
integral method for the concentration boundary layer adjacent to the bubble wall.  In this study, we obtained 
a set of the first order time dependent equations to obtain bubble radius and gas pressure inside the bubble 
simultaneously.  The calculated final cell sizes depending on the initial saturation pressure are in close 
agreement with the observed ones.  The governing equations developed in this study may be used in polymer 
processing of microcellular foams. 
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1. 서 론 

기체나(1,2) 휘발성 물질이(3) 용해된 폴리머를 이
용하여 폼을 형성하거나(4), 초미세 폼(microcellular 
foam)를 포함한 플라스틱을 생성하는데(5,6) 임계 
크기의 기포생성 및 생성된 임계기포의 성장에 관
한 연구는 매우 중요하다.  미세 기포로 구성된 
폼이나 플라스틱은 기계적 강도를 그대로 유지하
면서 원재료 절감뿐만 아니라 뛰어난 열적, 전기
적인 단열효과를(5) 낼 수 있어 상업적으로 이용될 
수 있는 상품을 제조할 수 있기 때문에 많은 연구
의 대상이 되고 있다.  탄성체나 가스가 용해된 
고분자 내에서 임계크기의 기포가 생성되기 전단
계인 임계모듬의 형성에 대한 연구는 분자 모듬 
이론에 의거 Kim 등에 의해 최근에 이루어졌다(7). 
기포 성장에 대한 연구로는 일반 용액내에서

Rosner 와 Epstein(8)이 경계층 개념을 도입하여 풀
고자 하였고 점탄성 액체내에서 경계층 이론을 근
거로 한 정확한 수학적 전개는 Han 과 Yoo 에 의
해 처음으로 시도되었다(4). 
본 연구에서는 임계 기포의 성장은 농도 경계층

을 통하여 이루어 진다고 가정하였다.  따라서 본 
연구에서는 경계층에서의 질량 보존식, 운동량 보
존식 및 용해된 가스에 대한 확산 방정식을 이용
하여 기포의 반경과 농도 경계층의 두께 및 기포 
내 가스의 압력을 계산할 수 있는 3 개의 시간에 
대한 1차 방정식을 얻었다.  또한 이를 동시에 풀
어 초기 포화 압력이 주어질 경우 최종 폼의 크기
를 계산한 결과 실험치와 잘 일치하였다. 
 

2. 기포 성장의 운동학 

2.1 임계기포 
고전 핵형성 이론은 가스와 액체 사이에서 명확

한 경계층을 갖는 임계 기포로 불려지는 최소 크
기의 기포의 생성을 가정한다.  임계 기포의 반경 

cR 는 다음과 같은 Laplace 식으로 구할 수 있다. 
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기포 내 가스에 대한 상태방정식을 알면 그 상태
방정식과 식 (1)으로부터 기포 내 가스의 분자수
를 계산할 수 있다.  또한 임계 기포 내 가스의 
압력은 기포내 가스와 용액 속에 용해된 가스가 
서로 화학적 평형을 이루는 조건인 Kelvin 방정식
으로부터 다음과 같이 구할 수 있다. 
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2.2  가스의 확산을 통한 기포의 성장 
기포가 거시적인 기포로 성장하는 과정은 기포
벽(경계층)에서의 용해된 가스 분자의 농도 구배
에 의한 분자 확산에 의해 좌우된다고 가정하였다.   
이 법칙을 적용시키려면 기포 경계면에서의 농도
가 정의되어야 하는데 기포벽에서의 가스분자의 
농도는 Henry 법칙에 의해 다음과 같이 주어진다. 
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감압 전의 초기 포화 압력을 iP라 할 때 감압 후 

용액내의 과포화 농도 ∞c 는 Henry 법칙에 의해 다
음과 같이 된다. 
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한편 과포화 상태에서의 분자 확산에 의한 기포
의 성장은 구동력 satcc −∞

에 의해 좌우된다고 볼 

수 있는데 이때 기포가 성장하기 위해선 
0>−∞ satcc 가 성립해야 함을 알 수 있다.  여기서 

환경과 화학적 평형 조건 satcc =∞
즉, 

gi PP = 가 정

의 되는데 어떠한 모듬이든지 이 평형 상태를 넘
어선 후에야 비로서 기포로 변환되어 거시적으로 
성장함을 앞의 가정에 의하여 예측할 수 있다. 

Figure 1는 본 연구에서 사용한 물리적 모델에 대
한 그림이 주어져 있다. 기포벽 주위의 경계층을 
통한 가스의 질량유속은 다음과 같이 주어진다(9). 

 

 
 

Fig. 1 Physico-chemical model of spherical bubble 
growth in a supersaturated polymer solution. 
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윗 식의 우변에서 － 표시는 Fig. 1 과 같은 좌표
계 설정에 따른 결과이다.  또한 Fick 의 법칙으로
부터 질량 유속을 기포의 경계면에서의 농도차로 
다음과 같이 표현 할 수 있다. 

 

Rrw r
c

c
Dm

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−
=−

1
" ρ
&    (6) 

 
용해된 가스에 대한 확산 방정식과 이를 푸는데 

필요한 경계 조건은 다음과 같이 주어진다. 
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유체 내에서의 속도, ),( trv 는 질량 보존 법칙에 
의해 기포 경계면에서의 속도, )(Rv 로 다음과 같
이 표현 할 수 있다. 
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또한 )(tRr = 에서의 기포 표면에 대한 질량 보존
은 다음과 같이 쓸 수 있다. 
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여기서 R& 는 운동량 방정식으로부터 구해지는 것
으로 기포 표면의 관성에 의한 속도이다. 

 본 연구에서는 반경 방향의 속도는 무시하고 
확산에 의한 기포의 성장만을 고려하였다.  기포
내의 시간에 따른 가스 압력 )(tPg

는 관성에 의한 

항을 무시한 운동량 방정식으로부터 구할 수 있다.  
즉, 구면 좌표에서의 운동량 r  성분은 식 (11)과 
같이 단순화 할 수 있다(10). 
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기포 경계면에서의 힘의 균형은 다음과 같이 주어
진다. 
 

R
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식 (12)를 Rr = 로부터 Sr = 까지 적분하면 다음과 
같이 된다. 
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여기서 S 는 고분자 용액에서의 기포 중앙으로부
터 그 주위에서 변화된 매트릭스의 반경이다.  점
탄성 거동을 기술할 수 있는 Dewitt 모델(3, 10, 11)을 
이용하면 응력성분 rrτ 에 대한 해석적인 해를 다
음과 같이 구할 수 있다(4). 
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식 (12)와 식 (14)를 식(13)에 대입하고, θθττ 2=rr  

등식을 이용하면 기포내 가스의 압력을 다음과 같
이 구할 수 있다. 
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윗식에서 

0,rrτ 는 초기 기포 벽면에서 응력값이다. 

본 연구에서 처음으로 구한 위 방정식으로 점탄
성 폴리머 용액에서 형성되어 성장하는 시간에 따
른 기포 내부의 가스 압력을 계산할 수 있다. 

 
2.3 적분법을 이용한 지배 방정식의 정식화 
기포 경계면에서 용해된 가스 농도 비의 변화를 
시간의 함수로만 나타내게 하기 위해 임의의 함수 

)(tδ 를 정의하는데 본 논문에 주어진 계에서는 
Fig. 1에서 볼 수 있듯이 )(tδ 가 갖는 물리적인 의
미는 바로 가스 농도의 변화가 일어나는 경계층 
두께(Boundary layer thickness)가 된다. 이러한 작업
은 나중에 보여지듯이 변수 r , t로 구성된 편미
분 방정식 계를 시간만의 함수로 이루어지는 상미
분 방정식 계로 변환 시키게 된다.  식 (7)을 

cc −∞ 에 관해 다시 쓰고 식 (9)와 (10)를 이용하면 
확산 방정식은 다음과 같이 된다. 
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이제 식 (16)을 Rr = 에서부터 δ+= Rr 까지 적분하
고 식 (8)에 의해 주어진 경계 조건을 사용하면 
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식 (16)은 다음과 같이 된다. 
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여기서 

gρ 는 이상 기체 법칙에 따라서 )(tR 와 관

련되기 때문에 식 (17)의 오른쪽 항은 시간만의 
함수이다. 식(17)를 시간에 대하여 적분하면 다음
과 같은 식을 얻을 수 있다. 
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Rosner 와 Epstein(8)는 용해된 가스의 농도 비는 
경계층 두께 δ 안에서 이차 함수의 분포를 갖는다
고 가정하였다.  경계 조건을 만족하는 이차의 농
도 분포를 이용하여 경계층 내에서 적분을 수행하
면 식 (18)은 다음과 같이 된다. 
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식 (19)를 이용하여 식 (6)에 의해 주어진 질량 유
속을 계산하면 다음과 같다. 
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그런데 질량 유속은 또한 식 (5)에 의해 주어지므
로 식 (5)와 (20)으로부터 "m& 을 소거하면 시간에 
따른 기포 반경을 나타내는 식을 다음과 같이 구
할 수 있다. 
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기포 성장에 의하여 영향 받는 폴리머층의 두께

는 
mRS δ+= 이라고 가정하였으며, 또한 

mδ 을 0.32 

µm로 일정하다고 가정하였다.  식 (15)을 시간에 
대하여 미분하면 시간에 따른 기포내 가스 압력에 
대한 식을 얻을 수 있다. 
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식 (19), (21) 그리고 (22)가 시간에 따른 기포의 반
경을 계산하는 지배 방정식이다.  이식들을 무차
원 하기 위하여 기포 반경과 농도 경계층 두께는 
초기 반경 

cR 를 기준으로, 전단력과 기포내 가스 

압력은 환경 압력 
∞P 를 기준으로 하였다.  또한, 

기포 성장에 관한 시간 척도는 운동량 전달에 관
한 특성시간인 

fP/η  보다는 확산에 대한 특성시

간을 나타내는 DRc /2 를 기준으로 하였다. 

적당한 무차원 변수를 사용하여 위의 3 개의 지
배방정식을 다시 쓰면 다음과 같다. 
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수치해석으로 3 개의 지배 방정식을 계산하는 
방법은 다음과 같다.  첫째 주어진 시간에서 경계
층 두께 εδ / 은 Newton 방법을 사용하여 식 (19’)
로부터 계산하고 다음은 주어진 반경 R에서 εδ /
의 계산 결과를 식 (22’)에 대입하여 기포 내부의 
압력 

gP 를 구할 수 있다.  또한 적당한 상태방정

식을 이용하여 
gρ 를 구한 후 식 (21’)를 이용하여 

다음 시간 스텝에서의 )(tε 를 제 4 차 Runge-Kutta 
방법으로 계산할 수 있다. 
생성된 기포의 성장에 따른 용액 내에서의 가스 

농도의 감소는 용해된 가스의 질량 보존식으로부
터 다음식으로 구할 수 있다. 
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  (23) 

 

3. 계산 결과 및 고찰 

방정식 (22’)에서 보는 바와 같이 점탄성 폴리머 
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용액에서 기포내부의 시간에 따른 가스 압력은 무
차원 표면 장력 z , 질량 전달의 특성시간에 대한 
완화시간의 비 

rt/λ , 그리고 완화시간에 대한 운
동량 특성 시간의 비 

fP/η 에 의해서 영향을 받음

을 알 수 있다. 
기포 반경의 성장률은 초기 포화 압력 

iP  와 기

포내부의 가스압력 사이의 압력 차이인 gPF − 에 

의해 결정된다.  이런 물리적 변수들에 따른 기포 
성장에 대한 자세한 연구가 Arefmanesh 와 
Advani(11)에 의해서 행해졌다. 
본 연구에서는 기포의 확산에 의한 성장에 영향

을 미치는 모든 물리적 변수들이 Mean-Field-
Lattice-Gas (MFLG) 모델(6)에 의해 합리적으로 제
시된 PMMA 용액 속의 CO2 가스의 기포 성장의 
경우를 고려하였다.  이 계산 사용된 변수들의 전

형적인 값은 21044.3 −×=λ  s, 3
0 1044.3 ×=η dyne·s, 

31014.4 −×=D cm2/s 이다.  초기 응력 0,rrτ 은 본 

연구에서는 고려하지 않았다. 
초기 포화 압력에 따른 임계 기포를 구성하는 
분자수는 Figure 2 에 주어져 있다.  예측한 바와 
같이 임계 기포내의 분자수는 초기 포화 압력이 
증가함에 따라 감소한다. 

Figure 3 에는 초기 포화 압력에 따른 PMMA 용
액에서의 CO2 기포의 시간에 따른 기포 반경을 
나타내었다.  기포의 성장은 초기 포화 압력이 클
수록 빨리 정상상태에 다 다르고, 최종 기포의 크
기가 작음을 알 수 있다.  이것은 초기 포화 압력

이 클수록 핵 생성수가 많아 식 (23)에 주어진 질
량보존에 기인하여 용해된 가스 분자들이 더 빨리 
고갈되기 때문이라고 사료된다. 

Figure 4 는 완화시간이 034.0=λ  s 를 가진 점탄
성 폴리머 용액에서 기포의 성장은 빠르게 이루어
지고 평형상태에 빨리 다다름을 알 수 있다.  그
런데 이 완화 시간은  PMMA-초임계 CO2 용액에
서의 완화 시간이다.  완화 시간이 0.034 s 보다 
100 배 큰 경우에 기포 성장률은 비슷하게 나왔지
만 1/100로 줄어든 경우 즉 뉴우턴 유체인 경우에
는 Arefmanesh 와 Adivani(11)에 의해서 확인된 바와 
같이 기포 성장은 더디게 이루어짐을 알 수 있다. 

Figure 5 는 초기 포화 압력에 따라 최종 셀 크
기에 대한 측정치와 본 연구에서 수행한 계산치가 
나와 있다.  초기 압력이 높을 경우 즉 27.5MPa 
이상의 압력에서는 최종 폼 반경이 거의 일정함을 
알 수 있으며 이는 실험치와 상당히 일치한다.  
초기 포화 압력이 20MPa 이하에서는 계산결과와 
실험치가 상당히 차이가 나는 이유는 이 기압 아
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Fig. 2 The number of molecules in the critical size as a 

function of initial gas pressure in PMMA-
supercritical CO2 solution at T=40 ℃. 
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Fig. 3 Bubble growth in PMMA-supercritical CO2 

solution at T=40  with various initial ℃
saturation pressures. 
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Fig. 4 Effect of medium elasticity on bubble 

growth. 
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래에서는 기포 생성율을 잘 예측할 수 없기 때문
이다(7).  

Figure 6은 초기 포화 압력이 27.5 MPa 일 때 온
도에 따른 최종 폼의 크기를 나타내고 있다.  계
산 결과 온도가 증가하면 폼의 크기가 작아지지만 
반대로 실험치에서는 증가하는 것을 알 수 있다.   
이것은 온도가 증가하면 생성된 기포가 많을 경우 
서로 합체를 이루어 최종 폼 크기가 커진다고 생
각 할 수 있다. 

 

4. 결론 

제한된 양의 용해 가스를 갖는 점탄성 폴리머 
용액에서 임계 크기의 가스 기포가 확산에 의한 

성장과정을 폴리머 용액의 점탄성의 효과를 고려
하여 계산하였다.  PMMA/초임계 CO2 용액에서 
초기 포화 압력에 따라 계산된 평형 기포 반경 즉 
생성된 최종 폼의 반경은 실험치와 잘 일치함을 
알 수 있었다.  점탄성 폴리머 용액에서 생성된 
기포의 확산에 의한 성장에 대한 본 연구에서 사
용한 주요 방정식은 폴리머의 미세 발포 과정에 
사용될 수 있을 것이다. 
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Fig. 5 Experimental data and calculation results of 

equilibrium cell radius depending on initial 
saturation pressure in PMMA-supercritical 
CO2 solution at T=40 .℃  
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Fig. 6 Time dependent bubble radius and 

concentration boundary layer thickness at the 
initial stage of bubble growth in PMMA-
supercritical CO2 solution at T=40 .℃  
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