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ABSTRACT
The paper describes a theoretical study on the speed 

of the torsional elastic waves propagating in a 

circular cylinder whose outer radius varies 

periodically as a harmonic function of the axial 

coordinate. The approximate solution for the phase 

speed has been obtained using the perturbation 

technique for sinusoidal modulation of small 

amplitude. It is shown that the wave speed in the 

cylinder with a corrugated outer surface is less than 

that in a smooth cylinder by the square of the 

amplitude of the surface perturbation. This 

theoretical prediction agrees reasonably with an 

experimental observation reported earlier. It is also 

shown that the wave speed reduction due to the 

surface corrugation becomes larger for a thinner 

cylinder and for a bigger density of corrugation.

I. 서 론

길이방향으로 조화함수 형태로 변화하는 반경을 가 
진 원형단면의 탄성막대에서 전파하는 비틂 탄성파의 
전파속도에 대한 이론적 및 실험적 결과가 제시된 바 

있다［1］. 그 연구는 유체에 접해 있는 고체에서 전단운 
동을 하며 전파하는 탄성파의 전파특성에 미치는 인접 
점성유체의 영향을 규명한 결과［2］로부터, 단면이 원혀 
인 탄성막대에서 전파하는 비틂 탄성파가 유체 점성 즉 
정 센서로 활용될 가능성［3］에서 동기부여가 되었다. 
도파관의 단위길이당 표면적이 클수록 유체점성의 영향 
이 커지고 결과적으로 센서의 감도가 향상되므로, 원형 
막대의 표면에 톱니처럼 나사면을 형성하였고, 이 경우 
의 비틂 탄성파의 전파특성을 규명한 것이었다.

센서의 감도를 향상시키는 다른 방법은 막대 대신 
속이 빈 실린더를 사용하는 것이다. 따라서 표면이 울 
퉁불퉁한 실린더를 센서로 사용하면 감도가 더욱 향상 
된다. 이 경우에는 매끈한 실린더의 경우와 달리 비틂 
탄성파의 전파특성이 이론적으로 규명되어 있지 않았 
다. 본 논문은 Fig. 1에 보인 바와 같이 길이방향으로 
조화함수 형태로 변화하는 외경을 가진 환형 단면의 실 
린더에서 전파하는 비틂 탄성파의 전파속도를 대상으로 
한다. 주기적인 미소한 외경 변화를 섭동(perturbation) 

기법에 의해 다루어 전파속도의 이론적 근사해를 구한 
다. 그리고 앞선 보고［1］에서 제시된 실험결과와 비교 

하여 본 논문의 이론적 결과를 검증한다.

n. 문제의 정식화

Fig. 1은 비틂 탄성파가 전파하는 실린더를 보여준 
다. 단면의 외경 H)가 Fig. 1(b)에 보인 바와 같이 길 
이 방향 좌표 2의 함수로 R>(z) = r0［l+ e sin(2«-^/ A )］ 
의 관계로 변화하는 환형 단면 실린더에서 전파하는 비 
틂 탄성파를 대상으로 수학적 모델을 설정한다. 반경 
방향 좌표 r, 길이방향 좌표 2, 시간 £에 종속인 원주방 
향 변위 I如(rzt)로써 비틂파의 운동방정식이 다음과 
같이 표현된다.［4］

저旳 , 1 dug us , 처"。 1 补*0
3戸+；歹—kkfM，⑴ 

여기서 CT = (G/0)"이고, G와 q 는 각각 막대 재질의 

횡탄성계수와 밀도이다. 표면에서 응력이 없다는 조건 
과 굴곡진 표면에서의 전단웅력이 rr« = r sz • dr/dz 

［5］임으로부터 경계조건이 다음과 같이 표현된다.

'쁘-쁘 = 0 at r = 0 (2)

初。 ug dr 初° ,
，戸一成=芯• 一反淇r = Ro ⑶

transducer 匚］

magnetostrictive
rod

waveguide

L

(a)

Fig.l Schematic description of the experimental setup 

and the corrugated waveguide. 
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변위를 (如(厂,z,f) 그 u(r,.?)exp(ityt) 로 변수 분리하여 식 
(1)에 대입한 후, 기준길이 厂°와 기준속도 5를 사용증卜 

여 식(1)-(3)을 무차원화하면 다음과 같다.

L3z)너务+ +若一* +裘+ 0中=0 (「) 

B(r)u =(若一*)" = 0 at r = 0 (2')

B(r)u =(~舞 - = "Wcosfw쁘

at r = 1 + £ sin宙* (3‘) 

식(l')-(3‘)에서 乙(广,z)와 B(r)은 각각 선형 미분연산자 
를 정의하며, 식(1‘)부터 모든 변수들은 무차원화된 양 
이다.

III. 섭동법에 의한 근사해

식(1')-(3‘)으로 정의된 경계치 문제의 근사해를 구 
하기 위해 섭동기법[6]을 채택한다. 이를 위해 변위 u 

를 다음과 같이 섭동량 e 의 급수로 전개한다. (4) 

u{ r, z, e) = "o(乙 z) + £ ux{ r, z) + e2 u2( r, 2) + (X W) 

식⑷를 식(l')-(3‘)에 대입하고 e 의 오름차순으로 정 
리하여, e 의 차수별 운동방정식과 경계조건에 대해 다 
음과 같이 단계적으로 해를 구한다.

3.1 0(€°) 해
선도 차수 0(€°)에 대해서 고전적인 비틂 운동방정 

식, L(r,z)uo = 0 과 경계조건 B(ri)uo = 0 및 B⑴® = 

0 을 얻는다. 이 문제의 해는 잘 알려진 대로 다음과 
같다. ⑷

Uq = Uo F„(r)exp[z k„.o z\ (5)

여기서 i = (-1)1Z2 이고, "。는 파동의 진폭으로서 초기 

조건에 달려있는 양이다. 그리고 /嵐0은 다음과 같이 
e 의 급수로 전개되는 n번째 모드 파수 如에 대한 선도
차수 항이다.
kn = ^„.o + e knA + €2 k„t2 + 0(£3)

식⑸의 F”과 Ze”은 기본 모드(n=0)에 대해서

F0(r) = 2(l-rl)-1/2r ,知° = 3

이고, 고차 모드S>0)에 대해서

( . a f , A~i(gw)'辨 r)= 쎄4砧尸 瓦(新) ]，

k„.a = 3+#)"

이다. 여기서 R와 Kk는 제 1 종과 제2종의
Bessel 함수이고, %(*0)은 다음 식의 근이다.

(6)

(7)

(8) 

k 차수정된

•顶队)_ K<qG

3.2 0(£ ') 해
제1차수 0(£‘)에 대한 경계치문제는 U1 에 대한 문 

제로서 다음과 같이 정리된다.
L(r, z) ui = 2k„ okn lUQF„(.r) exp[z(0 + 1)

B( r^)u\ = 0 (10)(11)

exp[i(A„.0+ek„A)z] (12)

+ 3%[队 M、”⑴—F“"⑴]

exp [，(底")-kw+ Eknl)z] 

식(12)에서 (，)은「에 대한 미분을 나타낸다. 식(10)- 

(12)의 해를 구하기 위하여 s을 식(10),(12)의 우변에서 
암시된 바대로 다음과 같이 세 개의 항으로 분해한다.

“1(乙z) = Ga(r) exp[z(A„ 0 + e^Bj)z]

+ 0(,(r) exptz/A^o + kw+ ekn ])z\ (13) 

+ GM exp[i(/e„ 0-^u,+ E^n,i)z]

이에 따라 Ga, Gb, Gc에 관한 경계치문제가 얻어진다. 
이중 G。에 관한 문제는 다음과 같다.

=(으» + +으-*+ 冰一孩°)G(僦) 

=2 k„.ok„AUoFK(.r)

B(/f)Ge — 0, 1) Ga = 0 (14b,c)

식(14)는 山에 관한 경계치문제와 일치한다. 이에 해당 
하는 해결조건(solvability condition)[ll]은 다음과 같다.

<L„Ga(r),F„(r)> (代)
=Ml)Ga - F,(l) - B(n)Ga - FB(n) (叫

즉 2 为”,(.F„(r), Fn( r) > = 0 (16)

여기서 <F" , Fn> * 0 이므로, 知 = 0 임을 알게된 
다. 따라서 파수 知에 대한 섭동량을 구하기 위해서는 
제2차수。(宀으로 진전해야 한다.

그에 앞서, S 에 관한 해를 구하기 위하여 Ga, Gb, 

Gc에 관한 해를 각각 구하면 다음과 같다.
Ga = U\ Fn(r) (17a)

厂(、■<, TT\ &丄 Kx{ab_nr)"=s 이 zge Fw히

Gc(r) = 既 “I小務으+ 勢] 

, °L &(Ci)鸵&/1)」

여기서 Ul 은 미지의 상수이고,。와 卡는 kn,Qt 

门으로 표현되는 상수이다.

(17b)

(17c)

km, co,

3.3 O(€2) 헤
제2차수 0(/)에 대한 경계치문제는 边에 관한 문 

제로서 다음과 같이 정리된다.

L(r, z)u2 = 2k„_0k„_2UqF„(r) exp[z(A„,0 +e2^„.2)2] 

5(^)«2 = 0 (18)(19)

S(l)a2 = ^a.nUQexp[i(k„Q + e2kn^z]

+ i^b.，〃 exp [陽，")+ kw+ e2 kn_ 2)x]

+ z&，0exp[z«*()— &o+e々，"2)z] (20)

+ &，MexpU(縞)+ 2 她+e々”.2)z] 

+ f e. nUQexp [i(k„：0-2kw+E2 kn, 2)z]

여기서 f a,n =

{- 6 加知1+비 £K)+法:2).

"""，(知.o &(%宀)十 K2(ac,nri)

丄(展.),+ 4)4(们顷)一2%4)(%<)
°』 E&./D

(成” + 4)&(叫,，，)+2叫.，#0("”)’ 

K2(ab,„rl')

_ 丫 (a。” + 4)4(a°,“) 〃0(<七,“)
—“"1

I (a%，, + 4)Ki(ac.“)+2ac.，，K°(aa”)] 

瓦&./1) J
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이 고, 다른 E 들은생 략한다.
식(18),(20)의 형태는 饮의 해가 다음과 같은 형태임 

을 암시한다.

r) exp [，(知,o + e2 k„t 2)2]

+ Hb( r) exp[ i(kntQ + kw+ 扌知 Qz]

+ Hc{r) exp[z(^„ 0-kw+ E2kn ^z] (22)

+ r) exp[i(k„tQ + 2知，+ ^kn ^z\

+ He(r) exp[，(A" — 2徧+ e2^„,2)z]
이에 따라 Ha, Hb, He, Hd, He에 관한 경계치문제 다섯 
개를 얻게 된다

'이놓 払에 관한 경계치문제는 다음과 같다.

L„(r)Ha = 2k„f0kn2U0F„(r)

B(n)Ha = 0,卧风=Mh 

이에 대한 해결조건

<Ln(r)Ha(r),F„.0(r)>
=B⑴乩• F”⑴-33D乩-FM 

로부터 

2W».2<^(r), F„(r)> = ⑴
을 얻으므로 파수 知에 대한 보정치 /危2을 다음과 같이 
얻게된다.

kn,2 = &”F”(l)/(2 为") (26)

함수들 HAr)(X = a, b, c, d, /이 위와 같은 방법으로 
계산되지만 생략한다.

(23a)

(23b,c)

(24)

(25)

3. 4 전파 속도

지금까지 얻은 결과로부터 비틂파 전파속도에 대한 
근사해를 구성한다. Z1 번째 모드의 전파속도 Cn은 a)/kn 

이므로 다음 식을 얻는다.

，看(I슨f)+心) (27) 

식(27)을 살펴보면 실린더 표면의 주기적 굴곡으로 인 
해 비틂파의 전파속도가 매끈한 실린더의 경우에 비해 
줄어듦을 알 수 있다.

기본 모드S=0)의 경우에 식(7)로부터 ko.o = 3 이 
고 Fo(l) = 2/( 1-r")"이므로, 표면 굴곡으로 인한 전파 

속도 차이를 계산하기 위하여 식(27)에 적용하여 정리 
하면 다음과 같다.

IV. 결과 및 고찰

실린더 표면의 주기적 변화로 인한 전파속도 변화 
를 앞절에서 유도한 식으로부터 몇 가지 경우에 대해 
계산하였다. 이론적 결과의 일반적인 경향을 실험결과 
와 비교하였다.

4.1 실험과 비교

앞서 보고된 바 있는 실험결과[1]와 비교하기 위하 
여, 1-co의 값을 e= 0.087, 3= 0.269, 虹 = 15.8과 
13.6, 그리고 门 = 0.68과。에 대하여 계산하였다. 계산 
결과는 Table 1에 기재되어 있다.

비틂 탄성파를 발생시키고 수신하는 방법으로 

'Wiedemann 효과'⑻라는 자왜 (magnetostriction)현상에 
근거한 트랜스듀서를 사용하였다. 비틂파 송수신 원리 
는 자장(magnetism)과 변형 (strain) 간의 상호변환 현 
상을 이용한 것 [9] 으로서 압전 (piezoelectricity) 현상에 
대응한다. Joule 효과에 의해서는 종파를 송수신하게 
되 는데, 길 이 방향으로 영 구자장을 추가함으로써 
Wiedemann 효과를 갖게되어 비틂파를 송수신하게 된 
다. 전기적 펄스 신호가 Fig. 1(a)에 보인 바와 같은 
장치에서 자왜막대의 한쪽에 비틂 탄성파로 변환되어 
전파하고, 도파관(waveguide)으로 전달되어 전파하고 
되돌아와 트랜스듀서에서 다시 전기신호로 변환된다.

이와 같은 과정에서 수신된 신호를 오실로스코프에 
서 관찰한 예가 Fig. 2에 보여있다. 자왜막대에서 도파 
관으로 파동이 전달될 때, 일부는 경계면에서 반사되어 
트랜스듀서로 바로 돌아간다. 이 신호는 그림에서 'A' 

로 표시한 부분이다. 도파관으로 전달된 파동이 도파 
관 끝에서 반사되어 트랜스듀서로 돌아가 변환된 신호 
는 B로 표시되어 있다. 두 신호간의 시간 간격을 측 
정하고 도파관의 길이와 연관시켜, 파동의 전파속도를 
어는다.

사용된 실린더 도파관은 길이 L = 306 mm이고 단 
면 평균반지름 ro = 1.14 mm인 알루미늄으로서, 재질 
의 물성치는 밀도 P = 2.70 X103 kg/iT이고 횡탄성계 
수 G = 2.59xlO10 N/n?이다. 실린더 내경 r,는 0.78 

mm로서, 내외경 비 n은 0.68이다. 매끈한 원형단면 
실린더에서 측정한 비틂파 전파속도 ct는 3009 m/s와 
3015 m/s로서, 물성치를 (G/uK에 대입하여 얻는 수 
치 3097 m/s와 3% 오차범위 이내로 잘 일치한다.

식(28)에서 £~。는 식(21)로부터 계산되는 양으로서, 무 
차원 주파수。와 표면굴곡 주기 知 맟 내외경의 비 r, 

의 함수이다.

R B
Table 1 Speed corrections for the torsional elastic 

waves along the corrugated waveguides. The 

theoretically predicted results are compared 

with the experimental observations.

radius

ratio, 口

thread nondim.

freq.

1-co (%)

£ kw calculated measured

0.68 0.087 15.8 0.269 16.8 8.5

0 0.087 15.8 0.269 13.3 10.6

0 0.087 13.6 0.269 11.6 12.8 Fig.2 Signal trace of the waves reflected at the front 

and the end of the waveguide.

-305-



실린더 표면에，표준 나사 다이(die)를 이용하여 나 
사면을 형성하였다. 표준 나사는 NC-UNC 3-48과 
NF-UNF 3-56으로서, 이에 대웅하는 化값은 각각 13.6 

과 15.8이다. 그리고 £의 크기는 공통적으로 0.087 + 

().002이다. 사용한 펄스신호의 중심주파수는 90 kHz이 

므로, 무차원 주파수는 3 = 0.269이다 이때 临》3 
이다. 이와 같이 표면에 나사면이 형성된 실린더 도파 
관에서 비틂파 전파속도를 측정한 결과를 Table 1에 
기 재 司•였 匸｝.

표면에 주기적 굴곡을 가진 실린더에서의 비틂파 
전파속도는 매끈한 실린더에서의 전파속도에 비해 느린 
것으로 나타났다. 이는 이론적 결과와 같은 경향이다. 
다만 전파속도 차이는 이론적 결과와 실험 결과가 잘 
일치하지는 않는더), 이는 실험에 사용된 실린더의 나사 
电이 이론적 모델과 다소 차이가 있기 때문으로 추정된
4.
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Fig.3 Correction of the fundamental-mode wave 
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4.2 실린더 형상과 전파속도

비틂 탄성파의 기본모드의 전파속도 변화량 1-co를 
식(30)으로부터 내외경 비 n의 함수로 계산할 수 있다. 
3= 0.3, £= 0.1, 그리고 km = 5, 10, 15에 대해 계산한 

결과를 Fig. 3에 나타내었다. 이 그래프는 门이 작을수 
록, 즉 실린더가 얇을수록 실린더 표면굴곡으로 인한 

전파속도 감소량이 커지는 경향을 보여준다.
또 하나의 사항은 전파속도 변화량 1-co를 如의 함 

수로 계산하여 얻어진다. 3= 0.3, £= 0.1, 그리고 n 

= 0.5, 0.6, 0.7에 대해 계산한 결과를 Fig. 4에 나타내 
었다. 이 그래프는 인 범위에서 如가 클수록, 즉 
단위길이당 표면굴곡 횟수가 많을수록 전파속도 감소량 

이 커지는 경향을 보여준다.

V. 결 론

원형단면의 실린더에서 전파하는 비틂 탄성파를 다 
룸에 있어서, 표면이 길이방향으로 주기적인 굴곡을 갖 
는 실린더에서의 전파속도를 근사이론으로 구하였다. 
도파관 역할을 하는 실린더의 주기적인 미소한 외경 변 
화를 섭동법에 의해 다루어 해석하였다. 근사해로 구 
한 이론적 경향은 자왜 트랜스듀서로 비틂파를 전파시 
키고 나사면을 가진 탄성 도파관에서 전파속도를 측정 

하는 실험으로 검증하였다.
표면이 주기적으로 울퉁불퉁한 실린더에서 전파하 

는 비틂 탄성파의 전파속도는 외경변화량의 제곱에 비 
례하는 양만큼 감소하는 경향이 나타났다. 또한 실린 
더의 두께가 얇을수록, 그리고 외경변화 빈도가 클수록 
외경변화로 인한 전파속도 감소효과가 커지는 경향이 

나타났다.
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