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Abstract: This survey paper reviews robust control problems in both frequency domain and time domain. Robust control is 
focused on model uncertainties such as modeling error, system parameter variations, and disturbances. Robust control design 
problems are discussed according to parameter uncertainty, polytopic uncertainty, and norm-bounded uncertainty. Nowadays, 
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I. 서론

강인제어(robust control)란 무엇인가? 제어대상의 모델이 

명확하지 않는 부분을 포함하는 시스템에 대한 제어를 일

컬어 강인제어라 말한다[1]. 좀 더 구체적으로, 미리 선정된 

범위 내에서 시스템의 동역학이 변하더라도 폐루프 시스템

의 안정성, 추종성능, 외란제거능력 등을 원하는 기준치까

지 달성하도록 하는 제어기를 설계하는 것이다. 강인제어는 

시스템의 불확실성을 다루어 제어기를 설계하는 것이므로

1) 시스템의 불확실성을 묘사하는 방법

2) 강인성 해석 문제(robustness analysis problem): 주어진 

시스템과 제어기에 대하여 강인성(robustness)를 해석

3) 강인성 종합 문제(robustness synthesis problem): 불확실

성을 포함하는 시스템에 대한 제어기 설계

와 같이 나누어 고려할 수 있다.
강인성 해석 및 제어기 설계 문제는 불확실성을 어떻게 

묘사하느냐에 따라 달라지기 때문에, 불확실성을 묘사하는 

방법에 따라 강인제어 문제를 논하고자 한다. 대표적인 불

확실성 모델로는 매개변수 불확실성, 폴리톱(polytope) 불확

실성, 크기제한(norm-bounded) 불확실성이 있다. 
강인제어를 논하기 전에 궤환제어(feedback control)를 살

펴보자. 그림 1의 반전증폭기의 입력 와 출력 의 비는









   


(1)

이다. 예를 들어,   ,   일 때, 가 

10% 변하더라도 이득 는 0.1% 변한다. 즉,  가 상당
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그림 1. 반전증폭기.
Fig. 1. Inverting OP amp circuit.

히 큰 값이라면, 이득은 거의  ≈  이다. 따라

서 궤환제어가 불확실성에 강하다는 장점을 가지고 있다.

II. Kharitonov 정리와 구간시스템(interval system)
폐루프 시스템의 특성방정식의 근을 조사함으로써 시스

템의 안정성을 판별할 수 있고, 근사적으로 시스템의 시간

응답특성을 파악할 수 있다. 불확실성이 포함되지 않은 시

스템의 특성방정식은

    
 ⋯ (2)

와 같은 형태로 표현되며, 특성방정식의 계수   ⋯ 

은 상수이다. 따라서 이 시스템의 안정성은 특성방정식의 

근을 조사함으로써 쉽게 판별할 수 있다. 그러나 특성방정

식의 계수가 하나의 값이 아니라


 ≦  ≦ 

,      ⋯  (3)

와 같이 어떤 구간 내에 존재하는 상수라면, 이 구간 내의 

모든 계수에 대하여 특성방정식의 근을 조사하여 안정성을 

판별하는 것은 꽤 피곤한 일이다. Kharitonov는 (3)의 구간 

내에 존재하는 모든 계수에 대하여 특성방정식 (2)가 안정

할 조건을
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 ⋯ (7)

와 같이 단지 4개의 다항식의 안정성을 판별하면 된다는 

정리를 제시하였다. 즉, (3)의 구간 내에 존재하는 모든 계

수에 대하여 특성방정식이 안정할 필요충분조건은 4개의 

다항식 이 안정하다는 것이 Kharitonov 정리[2,3]이다. 

Kharitonov 정리는

i) 특성방정식의 계수가 서로 독립이어야 하고,
ii) 이산시간 시스템에 적용할 수 없다

는 단점을 가지고 있지만, 시스템의 안정성 판별을 위한 유

용한 정리이다[4]. 현재까지 Kharitonov 정리를 이용한 강인

성 해석 및 제어기 설계에 수천편의 논문들이 발표되고 있

음이 이를 뒷받침해 주고 있다. 몇 개의 논문을 예로 들면, 
Kharitonov 정리의 일반화[5], 상태공간에서 Kharitonov 정리

를 이용하여 정적출력궤환(static output feedback) 제어기 설

계[6,7], 강인한 PID 제어이득 튜닝[8] 및 설계[9], 구간시스

템에 대한 이득여유(gain margin)와 위상여유(phase margin)
를 구하는 방법[10], 그리고 실제 시스템에 적용한 논문

[11-14] 등이 있다.
또 다른 강인성 해석법으로 Bartleett 등[15]이 가장자리

정리(edge theorem)를 발표하였다. 가장자리정리는 특성방정

식의 계수들이 종속(dependent)관계에 있는 것을 허용한다. 
즉, 특성방정식

    
  

 

 (8)

와 같이 고려하였고, 여기서 계수  는 물리적 계수 

    ⋯ 에 선형 종속이다. 각 물리적 계수 가 

구간 
 

 내에 존재할 때, 특성방정식의 집합은 폴리톱 

형태이다. 즉, 이 집합은 각 경계점에서 만들어진  개의 

다항식의 볼록테두리(convex hull)이다. 이 논문의 장점은 

구간시스템의 특성방정식 (8)이 안정할 필요충분조건은 각 

경계점에서 안정성을 확인하는 것이다. 가장자리정리의 또 

다른 장점은 연속시간시스템 뿐만 아니라 이산시간시스템

에도 적용가능하다는 것이다.
그리고 특성방정식 (8)의 근이 복소평면의 좌반부에 존

재하는지를 판별하는 것은 시스템의 안정성만 다룬 것이고, 
시스템의 성능 혹은 상대안정성을 판별하기 위해 특정한 

영역 에 특성방정식의 근이 존재하는지를 판별하는  -
안정성을 고려하기도 한다. 한 예로 Kharitonov 정리가 

영역을 복소평면의 좌반부로 둔 경우이다. 
구간시스템의 특성방정식 집합을 

     
  



 
  



    ≧  (9)

와 같이 개의 꼭지점 특성방정식 ⋯ 을 가

지는 폴리톱으로 정의[15]하여 강인안정성을 해석하기도 한

다. 이 집합의 원소는 각 특성방정식의 볼록조합(convex 
combination)이다. [15]에서는 실계수를 가지는 모닉(monic, 
최고차항의 계수가 1인 다항식) 특성방정식으로 한정하였

고, Fu 등[16]이 복소계수로 확장하였고, Henrion 등[17]은 

양다항식(positive polynomial)을 이용하여 고정된 차수의 제

어기 설계기법을 제시하였다.
이 장에서는 불확실성을 가지는 시스템을 -평면에서 다

룬 것이고, 1980년대 중반부터 상태변수모델(state variable 
model)을 이용하여 불확실성을 표현하기 시작했으며 이를 

다음 장에서 다룬다.

III. 상태변수모델과 Lyapunov 함수

불확실성을 가지는 시스템을

 , ∈ (10)

와 같이 상태변수모델로 모델링하고, 여기서 는

      
  



 
  



    ≧  (11)

와 같이 개의 꼭지점   ⋯  을 가지는 폴리톱

의 원소이다. 
정의 1 [18]: 불확실성이 없는  의 고유치(혹은 

의 근)가 영역   내에 존재한다면,  (혹은 )는  -
안정( -stable)하다고 한다.

정의 2 [19]: 모든 ∈ (혹은 ∈)에 대하

여, (혹은 )가  -안정하다면, 시스템 (10)(혹은 

 )은  -강인안정(robustly  -stable)하다고 한다. 
 -안정성을 논하기 위해서는 영역 를 정하고 의 고

유치가 영역 에 존재할 조건을 구해야 하는데, Gutman 
등[20]이 제시한 결과를 바탕으로 Chilali 등[17]이 체계화시

켰으며, [17]의 논문이 1,300회 이상 인용될 정도로 많은 연

구자들이 그 결과를 활용하고 있다. 그리고 영역 를 복

소평면의 좌반부로 선택하면 연속시간 시스템의 일반적인 

안정성이 되고, 중심이 원점인 단위원으로 선택하면 이산시

간에서의 안정성이 된다.
상태변수모델의 안정성 및 제어이론 분야에서 Lyapunov 

함수는 중요한 역할을 하고 있으며, 이는 러시아 수학자 A. 
M. Lyapunov [21]가 상미분방정식(ordinary differential 
equation)의 안정성을 해석할 수 있는 기법을 1899년에 개발

한 것으로, 그의 이름을 따서 Lyapunov 함수라 불려졌다.
선형시불변 시스템 즉, 시스템 (10)에서   인 경우, 

Lyapunov 함수를

   ,     (12)

로 두면, 시간에 대한 미분은

        (13)

이고, 모든  ≠에 대하여  이면 는 안정하다. 즉, 

     (14)

을 만족하는 대칭행렬   가 존재하는 것으로 안정성을 

판별할 수 있다[22-24].
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불확실성을 가지는 시스템 (10)에 대하여 Lyapunov 함수

를 (12)와 동일하게 두고, 시간에 대한 미분을 구하면

      
  



 


 (15)

이므로


  ,   ⋯ (16)

을 만족하는 대칭행렬   가 존재하면 불확실성 시스템 

(10)은 강인안정하다. 그러나 Lyapunov 함수 선정에 있어서, 
(12)는 매개변수와 관계없이 하나의 이차함수로 되어있다. 
Lyapunov 함수를

  
  



  ,   ,   ⋯ (17)

와 같이 매개변수에 종속적인 함수로 두면,













  
  ⋯ 

 


  

  ⋯ 
 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮


  

  ⋯ 
 

  (18)

을 만족하는 (  ⋯ )가 존재하면 불확실성 시스템 

(10)은 강인안정하다. 이 결과는 (16)의 결과를 포함하므로 

좀 더 나은 강인안정성 조건이라 할 수 있다. 이와 같이 

Lyapunov 함수 선정에 따라 필요충분조건에 좀 더 근접한 

안정성 조건을 구할 수 있다[25-31].
강인성을 해석하는 문제보다 제어기를 설계하는 문제는 

좀 더 복잡하다. 불확실성 시스템

  ,   ∈ (19)

에 대하여, 강인안정성을 보장하는 상태궤환제어기 

   (20)

를 찾는 것이 강인제어기 설계문제이고, 여기서 

        
  





  
  



 
  



    ≧ 
(21)

이다. (20)을 (19)에 대입한 폐루프 시스템은

,     (22)

이므로 (16) 혹은 (18)의 선형행렬부등식(linear matrix 

inequality)에   대신 를 대입하여 강인안정화 조건을 얻

을 수 있고, 개선된 조건들을 [32-34]에서 찾아 볼 수 있다. 
불확실성 시스템을 

   ,    (23)

와 같이 모델링[35]하는 경우도 흔히 볼 수 있다. 여기서


 ≦  (24)

이고,  는 실수공간의 콤팩트집합(compact set)의 원소이고, 
와  는 적절한 차원(dimension)을 가지는 상수행렬이

며, 는 단위행렬이다. 불확실성 시스템 (23)에 대한 강인안

정성 해석도 (12)의 Lyapunov 함수를 이용한다. (12)를 시간

에 대하여 미분하면

        (25)

이므로, (23)의 불확실성 를 대입한 행렬부등식

  



   (26)

을 만족하는   이 존재하면 불확실성 시스템 (23)은 강

인안정하다. 행렬부등식





 ≦ 


 



(27)
을 이용하여 (26)을 다시 정리하면

  


 
   (28)

이지만, 이 행렬부등식은 좌변의 마지막 항 때문에, 선형행

렬부등식이 아니다. (28)의 앞뒤에    를 곱하고 

Schur 보부등식(Schur complement) [24]를 이용하면




 


 

 


  
  (29)

와 같이 선형행렬부등식 조건을 얻을 수 있다. 일반적으로 

(12)의 Lyapunov 함수를 이용하여 안정성을 보장하는 것을 

이차적 안정(quadratically stable)이라고 하고, 안정화 제어기

가 존재하는 조건을 이차적 안정화가능(quadratically 
stabilizable)이라고 한다[36].

이를 강인안정화 문제로 확장하면, 즉, 불확실성 시스템

     ,     (30)

에 대한 상태궤환제어기 (20)을 구하는 것이다. (20)을 (30)
에 대입하면

    ,     ,     (31)

이므로, 와  대신에 과 을 (25)에 대입하여 

같은 방법으로 전개하면











 

  


   
  

  (32)

와 같은 조건을 얻을 수 있다. 여기서

      


 (33)

   (34)

이고, (32)를 만족하는   ,  이 존재하면 불확실성 시

스템 (30)은 강인안정하다. 특히, (34)로부터

    (35)

와 같이 상태궤환이득을 구할 수 있다. 불확실성을 (30)과 
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(a) Additive uncertainty. (b) Multiplicative uncertainty.

같은 형태로 다룬 연구 결과도 폴리톱 형태를 다룬 연구 

못지않게 많다. 여기서 모두 언급하기 어려우므로 참고문헌 

[37-42]와 그 논문들에 인용된 논문들을 살펴보기 바란다.
불확실성을 가지는 시스템 (30)을

      (36.1)

 






 



 





 (36.2)

    (37)

와 같이 불확실성을 분리해 낸 형태로 만들 수 있다. 이는 

시스템 (30)과 같은 시스템이고, 시스템 (36)을 공칭

(nominal)시스템이라 한다. 공칭시스템 (36)은 완전히 알고 

있는 시스템이고, (37)은 불확실성을 표현한 것으로

      (38)

와 같이 크기가 제한된(bounded) 불확실성으로 표현한다. 
이와 같이 표현한 형태를 다루는 제어 중의 하나가 ∞ 제

어이고, 불확실성 시스템 (30)과 H∞ 제어 사이의 관계를 

[35]에서 찾아 볼 수 있다. H∞ 제어는 다음 장에서 다룬다.

IV. H∞ 제어

H∞ 제어는 강인제어를 다루는 기법 중 하나이다. H∞ 제
어는 Zames [43]에 의해 시작되었고, 이 보다 앞서 Doyle 
등[44]이 비슷한 결과를 제시하였지만, H∞ 제어로 불리게 

되었다. H∞ 제어는 선형시불변 시스템에 대하여 주파수 영

역에서 다루어 졌고, 여기에 대한 좋은 검토는 Francis [45]
에 의해 제시되었다. Doyle 등[46]은 상태공간에서 H∞ 제어

를 처음 시도하였으며, 4,600회 이상 인용될 정도로 H∞ 제
어분야에서 유명한 논문이다. 이 결과는 Riccati 방정식으로 

제시되어 있으며, 요즘은 선형행렬부등식을 이용하여 H∞ 
제어를 다루고 있다. 제어이론의 많은 문제들을 선형행렬부

등식으로 나타낼 수 있음을 Boyd 등[24(12,000회 이상 인

용)]이 잘 설명하였고, Matlab의 선형행렬부등식 도구[47]의 

개발로 인하여, 많은 제어문제를 선형행렬부등식으로 제시

하고 있는 추세이다.
H∞ 제어에서 다루는 불확실성은 크게 가산불확실성

(additive uncertainty), 승산불확실성(multiplicative uncertainty), 
소인수불확실성(coprime factor uncertainty)으로 나누고, 이에 

대한 블록선도를 그림 2에 나타낸다. 그림 2(a)의 가산불확

실성 시스템은

   (39)

이고, (b)의 승산불확실성 시스템은

   (40)

이고, (c)의 소인수불확실성 시스템은

  
 (41)

이다. 여기서 는 공칭플랜트이고, 과 은 의 좌소

인수분해(   ) 인자이다. (39)-(41)의 불확실성 시

스템을 그림 3에 나타낸 것과 같이 좀 더 일반적인 형태

(c) Coprime uncetainty.

그림 2. 불확실성.
Fig. 2. Uncertainties.

 

그림 3. 일반화된 불확실성 모델.
Fig. 3. Generalized uncertainty model.

그림 4. 선형분수변환.
Fig. 4. LFT (Linear Fractional Transformation).
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(42)

로 표현할 수 있고, 이러한 형태로 변환하는 것을 선형분수

변환(linear fractional transformation)이라 한다. 그림 4와 같

이 제어기를 포함한 형태로 표현하면

      (43)

이고, 작은이득정리(small gain theorem)를 이용하면

  ∞   (44)

을 만족하는 제어기를 설계하는 문제가 바로 H∞ 제어이고, 
최소의  를 찾는 것이 H∞ 최적제어이다.

정리 1(Small Gain Theorem) [23]: 모든 ∈∞에 대

하여 그림 3의 시스템이 well-posed이고 내부안정(internally 
stable)이라 하고 ∈∞이고   이라 가정한다. 

그러면  ∞ ≦ 일 필요충분조건은   ∞  

이다. 
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1980년대 후반까지 H∞ 제어를 주파수영역에서 주로 해

석하였지만, Doyle 등의 논문[46]이 발표되면서 상태공간에

서 H∞ 제어를 다루기 시작했다. 시스템 (42)를 상태공간으

로 표현하면

   

    

   

(45)

와 같이 되고, H∞ 최적제어문제는 선형행렬부등식
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≧  (48)

을 만족하는 와   중에 를 최소화하는 것이다[48, 49]. 

여기서 와 은 각각  
 

 와    의 영공

간(null spaces)의 기저(bases)이다.
H∞ 제어기 설계는 다양한 문제를 해결하는데 강력한 방

법이지만, H∞ 성능지수가 항상 제어기설계문제에 적절한 

것은 아니기 때문에 다른 성능지수와 연계하여 사용하는 

경우가 있다. 예를 들어, H2 제어문제와 결합된 H2/H∞ 제
어문제[50]가 있다. 그리고 불확실성의 표현이 필요 이상으

로 선택되는 경우가 발생하기도 하기 때문에, 과도한 제어

기를 설계할 수도 있다. 이러한 문제를 해결하기 위해, 구
조화된 특이치(structured singular value)를 이용한 μ-종합

(μ-synthesis)을 Doyle [51]이 제시하였으며, H∞ 제어처럼 

제어기설계가 명백한 것이 아니라 D-K 반복법을 수행하여

야 한다.

V. 결론

강인제어는 불확실성을 정의하는 것에 따라 제어기 설계 

기법에 차이가 있기 때문에, 불확실성에 따른 강인제어기법

들을 살펴보았다. 불확실성을 표현하는 방법에는 매개변수 

불확실성(구간시스템), 폴리톱형태, 크기제한(norm bounded)
형태 등이 있고, 이들과 관련된 제어이론들을 설명하면서 

서로의 상관관계와 장단점을 설명하고자 노력하였다.
그리고 최근의 연구동향을 살펴보면, 한 가지 불확실성 

모델을 사용하는 것이 아니라, 여기서 언급된 모든 불확실

성을 고려한 제어기를 설계하는 것이 소개[52]되고 있다. 
더욱이 강인제어를 선형시스템에 국한하지 않고, 모델예측

제어(model predictive control), 적응제어(adaptive control), 
T-S 퍼지시스템 제어, 시간지연시스템 제어 등과 같이 다양

한 시스템 혹은 다양한 제어기법들과 같이 적용하고 있다. 
이에 관한 내용은 본 특집호에 게재된 논문을 참조하기 바

란다. 그리고 2010년 이후의 대부분 연구결과들은 다양한 

제어기법을 이용하거나 실제 시스템에 적용한 논문들이 주

를 이루고 있다. 
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